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Vorwort

Kaum ein technisches Gerdt hat sich so explosionsartig entwickelt
wie der elektronische Taschenrechner. Imnerhalb von funf Jahren
wuchs er von einem Investitionsgut flir einen kleinen Kreis von
Spezialisten zu einem Massenprodukt heran, das, in Kaufhdusern
angeboten, einen vollig neuen und bisher unbekannten Markt be-
dient. Doch ihre volle Ausnutzung und Bedeutung erlangen diese
Gerdte erst durch die Kemntnis der zugehdrigen numerischen Ver-
fahren., Nur langsam folgt hier die notwendige Literatur der all-
zuraschen Entwicklung. So versucht dieses Buch, eine Iiicke kurz-—
fristig zu schlieBen. Dabei stellte sich die reizvolle Aufgabe,
eine Briicke iliber mehrere Jahrhunderte hinweg zu schlagen, zZwi-
schen alten, sehr einfachen Rechensystemen und der neuen, elek-
tronischen Rechentechnik.

Das Buch richtet sich an Schiiler der gymnasialen Oberstufe, an
Lehrende, Lernende und Praktizierende der Mathematik, Physik und
Ingenieurwissenschaften und mdchte bei der Ldsung ihrer Probleme
helfen. Deshalb wechselt bei den Zahlenbeispielen Bekamnntes mit
weniger Bekamntem und Neuem ab. Die Beispiele wurden auf einem
Taschenrechner HP 67 der Firma Hewlett Packard gerechnet. Die
Konzeption dieses Rechners eignet sich besonders zur Losung par-
tieller Differentialgleichungen.

Um den Text durch theoretische Erdrterungen nicht zu belasten,
wurden die wichtigsten mathematischen Existenzbedingungen -

z.B. Lipschitzbedingung - stillschweigend vorausgesetzt.

Dem Verlag danke ich fir seine freundliche Hilfe bei der Arbeit
an diesem Buch.

Bremen, im Frihjahr 1978 G o haydd ké%



Vorwort zur zweiten Auflage

Die freundliche Aufnahme, die dieses Buch gefunden hat, macht
eine Neuauflage nach kurzer Zeit notwendig. Hierdurch bot sich
die Gelegenheit, sowohl die festgestellten Druckfehler zu be-
richtigen als auch, bei Differentialgleichungen vierter Ord-
nung, die Programme mit kleinen Anderungen zu verbessern.
SchlieBlich wurde mit dem Anfiigen des 12, Kapitels dem Buch ein
umfassenderer und abgeschlossener Charakter gegeben.

AnléBlich dieser Neuvauflage mdchte ich dem Verlag fiir erfreuli-
che Zusammenarbeit und flir das Eingehen auf meine Wiinsche danken.

Bremen, im Dezember 1979



Einleitung

Differentialgleichungen sind bei der mathematischen Beschreibung
von Naturvorgingen die wohl am hEufigsten anzutreffende Glei-
chungsform, weil sich die physikalischen Gesetze am deutlichsten
in ihnen ausdriicken lassen. So wird z.B. das Einschalten einer
Spule mit der Induktivitst L iiber einen Widerstand R durch die
Differentialgleichung

- i 4ai
u=1iR + L e

beschrieben. Um so erfolgreicher striuben sich aber Differential-
gleichungen gegen ihre formelmtBige Aufldsung. Ja, das Auffinden
einer analytischen Losung mit Hilfe bekannter Funktionen, wie xn,
1n x oder sin x , gehdort zu den seltenen Ausnahmen. Hier helfen
nur zeichnerische oder numerische NZherungslosungen weiter, wobei
den numerischen Verfahren der Vorzug zu geben ist, wegen ihrer
Vielseitigkeit und weil die Losung der Differentialgleichung mit
gewinschter Genauigkeit angegeben werden kann.

Die numerischen Verfahren beinhalten aber einen grofen Rechenauf-
wand. Erst durch die Erstellung von Rechenautomaten, mit der Mog-
lichkeit, sehr viele Rechenoperationen in kiirzester Zeit auszufiih-
ren, wurden die numerischen Verfahren fiir den Praktiker inter-
essant. Mit der Weiterentwicklung zu programmierbaren Rechnern

im Taschenformat erffnet sich nunmehr dem Interessierten die
Moglichkeit, diesen reigzvollen Zweig der Naturbeschreibung durch

R
e 1
LT
u =% L
]- -

Abb., 1 Einschalten einer Spule
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die Losung vorliegender Differentialgleichungen auch auBerhald
von Rechenzentren kennenzulernen.

Man unterscheidet gewdhnliche und partielle Differentialgleichun-
gen, Bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen kommen nur Ab-
leitungen (Differentialquotienten) nach einer Verinderlichen vor,
z.B. der Zeit t oder einer Auslenkung x. Bei partiellen Differen-
tialgleichungen finden sich dagegen Ableitungen nach mehreren Ver-
&nderlichen. Flir beide Arten werden numerische Verfahren beschrie-
ben, die sich fiir programmierbare Taschenrechner mit ihrer be-
schrénkten Anzahl von Speicherplétzen besonders gut eignen. Die
untere Grenze des notwendigen Programmierumfanges liegt bei etwa
250 Programmschritten (ROM Read Only Memory) und 25 Datenspei-
chern (RAM Random Access Memory); auBerdem miissen indirektes
Adressieren, Programmverzweigungen (Decision) nach Vergleichs-
operationen und Unterprogramme (Subroutine) mdglich sein.



Teil A

Gewohnliche Differentialgleichungen






1. Differentialgleichungen mit Anfangswerten

1.1 Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gleichung zwi-
schen den Veriinderlichen x und y und der ersten Ableitung y' nach
X. Sie sei umstellbar in die explizite Form

y' = £(x,y) .

Gesucht wird die Kurve y(x), die die Differentialgleichung er-
fillt und durch einen vorgegebenen Anfangspunkt X, 0 Y, geht.
Diese Kurve soll punktweise, jeweils im Abstand einer in x-Rich-
tung gewshlten Schrittweite h errechnet werden (Abb.2).

Aus der Vielzahl der bekannten numerischen Losungswege eignet
sich das Verfahren nach RUNGE und KUTTA fiir programmierbare Ta-
schenrechner besonders gut, aus folgenden Griinden:

Es ist zuverlidssig, arbeitet rein mechanisch und ist einfach zu
programmieren,

Es arbeitet ohne Iteration und Anlaufrechnung.

Es zeichnet sich bei richtiger Schrittwahl h durch eine hohe Ge-
nauigkeit aus.

Es erlaubt im Bedarfsfall das Abdndern der Schrittweite h nach
jedem berechneten Punkt der Kurve y(x).

v

_—T

Abb. 2 Punktweise Berechnung einer Kurve
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Es gestattet dadurch, bei geringem Mehraufwand, eine automati-
sche Steuerung zur richtigen Schrittweite hin.

Es 14Bt ohne weiteres die Erweiterung auf Differentialgleichun-
gen zweiter und hcherer Ordnung zu.

Auf die mathematische Begriindung dieses Verfahrens wird hier ver-
zichtet, weil sie einen erheblichen Aufwand erfordert. Man kann
sie aber nachlesen, z.B. in dem Buch von C. Runge und H. Konig,
Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, Berlin 1924,

Beschreibung des Verfahrens

Das Verfahren nach RUNGE-KUTTA beruht auf einem dreimaligen Sich-
Vortasten ldngs verschiedener Parabelbdgen, beginnend mit dem An-
fangspunkt Xy 9 Vg o und zwar zweimal um-%— bis zur Schrittmitte
und einmal um h bis zum Schrittende (Abb.3). Hierbei werden an
den Schrittstellen St vier verschiedene Zuwichse kI (I =1 bis 4)
in y-Richtung berechnet, aus denen ein Mittelwert k gebildet wird.
Mit h und k findet man das Wertepaar des nichsten Punktes

Xy =x,+h V9 =73, + k.

Dieses dient als neuer Anfangspunkt fiir die n#chste Schrittbe-
rechnung usw.

y A
7
// - T T~
~
/ &+ ~N
// ///
5 k
3
f ////’ /’_4__1_ Ky
x, | /T ko
1 Y/ l
L v
h h
2 2
Xn Xn+1 x

Abb. 3 RUNGE-KUTTA-Verfahren
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Das Gleichungssystem fiir dieses Vorgehen wurde fiir die Zahlen-
rechnung auf eine besonders glinstige Form gebracht und schreibt

sich an einer beliebigen Stelle Xo o9 Tk
Zuwachs
k, =-%-f(s1) mit  sq: x i,
h h
k, =—§-f(s2) Spt Xy v5 5 ¥y v Ky (1.1)
h, h
k3 =3 f(s3) S33 Xy v 5 Yy o+ k,
K, =2f(s,) s,: X +h; y.+2%k
4 = 2 4 4 n ! n 3 7
Mittelwert
1
k = 3-( ke + 2:ky + 2'k3 + K, ), (1.2)
Wertepaar des nichsten Punktes
X1 =%, +h V1 =9 + kK (1.3)

Programmablaufplan

Wie wir gesehen haben, besteht das RUNGE-KUTTA-Verfahren aus ei-
ner Reihe von Rechenoperationen und logischen Entscheidungen, die
das Wertepaar x_, n eines Punktes der Losungskurve mit dem Wer-

n
des nichsten Punktes verkniipft. Ein wertvol-

tepaar Xnel 2 Tnad
les Hilfsmittel fiir die Umsetzung dieser einzelnen Rechenschritte
in das Programm eines Taschenrechners ist der Programmablaufplan
oder das FluBdiagramm. In ihm wird der ILosungsablauf graphisch

dargestellt. So zeigt der Programmablaufplan insbesondere die

Ein- und Ausgabe von Zahlen,
Rechenoperationen,
logischen Entscheidungen,

und zwar in der Reihenfolge und Verkniipfung, in der sie bei der
Zahlenrechnung ablaufen miissen. An Hand eines FluBdiagrammes,
188t sich das Programm fiir einen Taschenrechner Schritt fiir
Schritt erstellen.

Flir die graphische Darstellung des Ldosungsablaufes wurden im
DIN-Blatt 66001 verschiedene Symbole vereinbart, von denen neun
in diesem Buch verwendet werden:
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Jo L 1 QIO

—

Das Rechteck hebt die Stellen hervor, an denen
Rechenoperationen ausgefithrt werden.

Ein Rhombus kennzeichnet eine Verzweigungsstelle

Dieses Zeichen bedeutet das Abarbeiten eines
Unterprogrammes, ehe im Hauptprogramm weiter-
gegangen wird.

Stellen, an denen Daten ein- oder ausgegeben
werden, kennzeichnet das Parallelogramm.

Der Strich bedeutet eine Ablauflinie. Vorzugs-
richtung ist von oben nach unten oder von links
nach rechts.

So wird eine Zusammenfilhrung gezeichnet. Zwei
sich kreuzende Ablauflinien bedeuten keine Zu-
sammenfithrung.

Der Kreis steht fiir eine Ubergangsstelle. Zu-
sammengehtrige Ubergangsstellen miissen gleiche
Bezeichnungen haben.

Mit diesem Zeichen werden Anfang und Ende, auch
Zwischenhalte einer vollstdndigen Rechenarbeit
markiert.

Dieses Zeichen wird fiir Bemerkungen an irgend-
ein Symbol angefiigt.
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o
'

Ausgaben
X35y

Erhohe

£(sg) T um 1

kg (1)
nach (1.1)

nein

ja

k nach
(1.2)

X, ¥ nach

(1.3)

Abb. 4 Differentialgleichung erster Ordnung
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Den Programmablaufplan fiir eine Differentialgleichung erster Ord-
nung mit Anfangswerten zeigt die Abb.4. Um mit dem gleichen Pro-
gramm die unterschiedlichsten Differentialgleichungen

y' = f(x,y)

15sen zu kdnnen, ist im Ablaufplan fiir die Funktion f(x,y) ein
Unterprogramm vorgesehen. Ist das Hauptprogramm einmal erstellt,
so geniigt es, zur Losung einer vorliegenden Differentialgleichung
die Funktion f(x,y) als Unterprogramm zu schreiben und das Haupt-
programm mit den Anfangswerten Xy 2 ¥, 2U starten.

1.1.1 Beispiel, Oberfliche von Fliissigkeitsstrimung

Die Oberfldche einer gestauten Wasserstromung im I&ngsschnitt
(Abb,5) wird durch die Differentialgleichung

= - (3]

beschrieben, sofern ein seichtes Bett von parabolischem Quer-
schnitt vorliegt. Gesucht wird die Wasserhthe y im Abstand von
der Staumauer x fiir die folgenden Zahlenwerte:

0,0873 kleines Gefdlle im BogenmaB

=1 m Wasserhthe in groBerer Entfernung x

1,5 m fiir X, = 0 m Anfangswerte

1 m Schrittweite fiir das RUNGE-KUTTA-Verfahren.

Y

H
y0
h

Ergebnis:

y
m

1,500
1,432
1,367
1,307
1,253
1,204
1,161
1,125
1,095
1,072
1,053

-
CLOPIOIARWN =0 H M
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T3

4 8 12 m

Abb. 5 Flissigkeitsstromung

Die Zahlen wurden auf einem HP 67 mit dem folgenden Programm ge-

rechnet:

Hauptprogramm Unterprogramm f(x,y)
IBL A GSB O RCL 3 GSB B IBL B
RCL 1 2 STO+2 RCL O RCL 6
STO A X GTO A x RCL B
=X~ RCL O STO+3 :
RCL 2 STO+1 IBL O STO+3 4
STO B R¢ RCL 2 RTNM b
X~ GSB 0 + g
GSB B ST0-3 STO B N
RCL O 3 RCL 1
x ST0: 3 RCL O HOL o
STO 3 RCL O + RTN
GSB O STO+1 STO A
y
Yon Grobrechnung

Abb.

Yn+n Feinrechmung

6 Fehlerabschiatzung
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Schrittsteuerung
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ten von h

Abb. 7 Differentialgleichung erster Ordnung mit Korrektur und

1.,1.2 Schrittsteuerung und Korrektur

Das RUNGE-KUTTA-Verfahren ist hinsichtlich seiner Genauigkeit ein
Verfahren vierter Ordnung, d.h. der Fehler ist von der Ordnung hs.
Bei hinreichend kleiner Schrittweite wird daher der Benutzer
durch eine hohe Genauigkeit belohnt. Umgekehrt verh&lt es sich
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aber bei zu groBer Schrittweite. Die richtige Schrittbemessung
ist bei diesem Verfahren von entscheidender Bedeutung. Hier liegt
eine Quelle der Unsicherheit, zumal sich eine Fehlerrechnung nur
mit groBer Schwierigkeit ausfilhren 1l&B%.

Dagegen gibt es fiir ein angenshertes Abschitzen des Fehlers fol-
genden einfachen Weg:

Die Rechnung wird mit doppelter Schrittweite 2h wiederholt und
das Ergebnis Yon dieser groben Rechnung mit der zuvor durchge-
fihrten Feinrechnung Ysn verglichen. Dann 1i8% sich angenshert
sagen, daB der Fehler bei der Schrittverdoppelung auf den 25= 32—~
fachen Wert angestiegen ist. Da gleichzeitig zum Durchlaufen von
2h zwei Schritte h + h der Feinrechnung notig sind, wird sich
hier der Fehler nahezu verdoppelt haben. So kann man den Fehler
der Grobrechnung auf das 16fache der Feinrechnung schétzen. Die
Differenz zwischen Grob- und Feinrechnung wird somit etwa das
15fache des Fehlers in der Feinrechnung betragen (Abb.6).

Diese Fehlerabschdtzung 148t sich sowohl zur automatischen
Schrittsteuerung als auch zur Korrektur der Feinrechnung heran-
ziehen.

Korrektur der Feinrechnung
5= T2 ( - Yo (1.4)
=715\ Y4 T Yon’ .
Korrigierter Wert

(1.5)

<
I

= Vp4p t O

fir X, + h+h.

]
1]

Nach der Wahl einer Genauigkeitsschranke €, z.B. vier Stellen
nach dem Komma, hat sich fiir die Schrittsteuerung folgende Fest-
legung als brauchbar herausgestellt /9/ :

%%f < 16| (a) beibehalten von h
Jﬁ%? > 18] (b) verdoppeln von h (1.6)
10e < |6 (¢) halbieren von h .

Im Programmablaufplan (Abb.7) fiir eine Rechnung mit Schrittsteu-
erung und Korrektur ist zur Vereinfachung die Berechnung des Mit-
telwertes k als Unterprogramm gezeichnet.



1.1 Differentialgleichungen erster Ordnung 23

1.1.3 Beispiel. Einschalten einer Spule mit Eisenkern

Bei einer Spule mit Eisenkern hingt die Induktivitdt L vom Satti-
gungsgrad des magnetischen Flusses ¢ ab, der vom Strom i bestimmt
wird. Dann erh#lt die Differentialgleichung zur Abb. 1 die Form

u=iR+nLoE) N Windungszahl der Spule

Zur analytischen Nachbildung der Magnetisierungskurve ¢ in einem
magnetischen Kreis aus Eisen und Iuftspalt ist die Funktion

F(z) = coth(z) —-%

gut geeignet, deren Kurvenverlauf die Abb. 8 zeigt. Fir die wei-
tere Rechnung wird auch noch ihre Ableitung benstigt

aF _ 1 _ 1
dz 22 sinhg(z)
. _ ar _ 1
fir z = 0 az 3 -
F(z)
1.0 1

F(z) = cota(z) - —
O.5 T

Abb. 8 HNachbildung der Eisen-Magnetisierungskurve
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Mit & =<po'F(z) und 2z = «-i erh#dlt man eine verdnderliche In-
duktivitat

. dar
L(i) = N‘boad—z y
mit der sich die Differentialgleichung schreibt
C iR 4 n(i). 8
u = i‘R + L(i) it .
Umgestellt fiir das RUNGE-KUTTA-Verfahren

u - R

Q-f'Q-'
et

Die Induktivitét L(i) beinhaltet selber eine Funktion, die nicht
ganz einfach aufgebaut ist. Flir die Rechnung nach RUNGE-KUTTA
bedeuten nichtkonstante Faktoren aber keine zusitzliche Erschwer-

nis.

Die Losung wird filir folgende Zahlenwerte gesucht:

J 1 1
%=1A; *EL—%=5:3; a=0 ¢ und o =5 T
io = 0 A fiur to = 0 s Anfangswerte; h = 0,5 s erste Schrittweite.
Ergebnis:
o = O o = 5
t i t i
s A s A
0 0,00 0 0,00
1 0,18 1 0,19
3 0,45 3 0,65
T 0,75 5 0,97
11 0,89 6 0,99
7 1,00

Aus den Zahlenreihen fiir die Zeit t ist die automatische Schritt-
steuerung deutlich ablesbar. Aus der Abb. 9 ist ersichtlich, daB

der Einschaltstrom i bei htherem S&dttigungsgrad schneller seinen

Endwert erreicht.

Die Zahlen wurden auf einem HP 67 mit dem folgenden Programm ge-

rechnet:
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1.0

0'5

10

Abb. 9 Einschaltstrom einer Spule mit Eisenkern

Hauptprogramm
IBL A IBL 2
3 RCL 1
ST I STO A
RCL 1 RCL 2
STO A STO B
-X- GSB B
RCL 2 RCL O
STO B X

STO 4 STO 3
-X- GSB O
GTO 2 GSB 0O
IBL 1 2

RCL O x

2 RCL O
b4 STO+1
STO-1 R}
STO-1 GSB 0O
STO O STO0-3
RCL 4 3

RCL 2 STO0:3
STO 4 RCL O
R{ STO+1
3TO 2 RCL 3

STO0+2

DSZ

GTO(1)
RCL 2
RCL 4
STO 2

STO0-2
ABS
EEX
CHS

XSy
GTO 3

x>y
GTO A
2

STO0:0
GTO A

IBL
RCL

STO
RCL
RCL

STO
GSB
RCL

owr o-=W MO

STO+3
STO+3
RTN

IBL 3

ST0:0
GTO A

IBL B
RAD
RCL B
RCL 5
X

x=0
GTO b
ENTER
1/x
x2
xGYy
eX
ENTER

1/x
2

x2

1/x

RCL
X

RCL
i/x
RCL
RCL
x

RTN
IBL
RCL
RCL
RCL

.
.

RTN

Unterprogramm f(x,y)

T
6

tJ oo

~ Woor
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Speicherplan
A B C D E
Wertepaar x y frei frei frei
0 2 3 4 5 ? 7 8 9
h a1 U .
= X, Y, belegt belegt « 3 5 s R frei
10 bis 19
frei

1.2 Gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung,
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

1.2.1 Problemstellung und ILdsungsweg

Héufig wird ein physikalischer Vorgang nicht durch eine einzige
Differentialgleichung beschrieben, sondern durch ein System von
zwei oder mehreren Differentialgleichungen, die miteinander zu-
sammenhdngen, gekoppelt sind. Ein solches System von zwei gekop-
pelten Differentialgleichungen erster Ordnung hat die Form

f(x,y,2)
g(x,y,2) .

yl
Z‘

1]

Flir die beiden Gleichungen werden jetzt zwei Anfangsbedingungen
benstigt: y = Yo und z = z, fir x = X, - Gesucht werden die
Kurven y(x) und z(x) , die dem Differentialgleichungssystem
geniligen und auBerdem die beiden Anfangsbedingungen erfiillen.
Ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster
Ordnung kann in einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu-
sammengefalt werden, in der neben der ersten Ableitung auch
noch die zweite vorkommt. Der hdchste Differentialquotient be-
stimmt immer die Ordnung einer Differentialgleichung. Umgekehrt
188t sich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung durch zwei
gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzen.
Durch die einfache Substitution y' = z geht ndmlich eine Dif-
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ferentialgleichung zweiter Ordnmung y" = f(x,y,y') iiber in die
beiden Gleichungen

y' =2

z! f(x,y,2) .

Es geniigt also, das Losungsverfahren fiir zwei gekoppelte Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung zu kennen.

Beschreibung des Verfahrens

Zur Losung der Doppelgleichung wird das Verfahren nach RUNGE-
KUTTA jetzt aus zweli parallel verlaufenden, gekoppelten Rechnungs-
géngen aufgebaut. Es werden also je vier Zuwichse, kI und lI

(I =1 bis 4), in y- und in z-Richtung errechnet und daraus zwei
Mittelwerte k und 1 bestimmt. Das Gleichungssystem an einer be-
liebigen Stelle X, 9 Vg0 2 schreibt sich:

n
Zuwachs
k1 =%'f(s1) 11 = %'g(s1)
Sq: Xp 5 Vp i 2y
h =&,
ky =5 1(sp) 1, = 7&lsy)
s,: x +& + k5 2z +1 (1.7)
28 ¥t Vp 17 “n 1
_h = h,
k3 =3 f(SB) 13 =3 8(53)
S5 X -t-—IL + k z + 1
3° nt 23 Jn 27 n 2
_h b,
ky = 3%(sy) 1y = 27elsy)



28 1. Differentialgleichungen mit Anfangswerten

Mittelwert

k =5(ky + 2k, + 2-ky + k4 ) (1.8)

2 3

wl=

1
1 = §n( 1+ 21, + 213 + 1 )

die Wertepaare fiir den ndichsten Punkt

Xpoq = X, + h

n+ n
Ype1 = Vg + K (1.9)
Zopl = Zpn * 1

dienen als Anfang flir die ndchste Schrittberechnung usw.

Schrittsteuerung und Korrektur

Auch filr Systeme von Differentialgleichungen bleibt beim RUNGE-
KUTTA-Verfahren die richtige Schrittbemessung von entscheiden-
der Bedeutung. Der in 1.1.2 beschriebene Weg einer ndherungs-—
weisen Fehlerabschdtzung ist auch hier gangbar:

Korrektur der Feinrechnung filr x = X, + h +h

in y-Richtung

1

by = 75 ( Ipun = Yon V> (1.10)

in z-Richtung
8, =75 ( Znyn ~ Zon ) s
korrigierte Werte
(1.11)

Yy =¥y * 5y

z = Zpen t 0y °

Zur Schrittsteuerung wird der groBere Betrag der beiden Korrek-

turwerte herangezogen
§ = max(ls,] ,18,0) (1.12)

und mit ihm nach (1.6) verfahren.
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_ h, X,
Yor Zg Ausgabe
Start Eingaben tx, Y, Z
s(1) I=1
nach (1.7)
f(sI)
Erhche
g(s7) I um 1
k(1), 1(I)
nach (107)
nein

k, 1

nach (1.8)

C Xy ¥y 2
nach (109)

Abb., 10 Differentialgleichung zweiter Ordnung
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Programmablaufplan

Der Ablaufplan filr zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster
Ordnung ist &hnlich Abb.4 aufgebaut. Die beiden Funktionen
f(x,y,z) und g(x,y,z) werden als Unterprogramme in das Haupt-
programm eingefiigt, so daB das Hauptprogramm fiir Differential-
gleichungen der unterschiedlichsten Form gilt (Abb.10). Der Ab-
laufplan mit Korrektur und Schrittsteuerung nimmt dann zur Ver-
einfachung hierauf Bezug (Abb.11).

1.2.2 Beispiel. Einschalten eines Gleichstrom-Motors mit

Ankerriickwirkung

Am Beispiel 1.1.3 wurde der EinfluB der Eisensédttigung auf den
Einschaltstrom einer Spule mit Eisenkern gezeigt. Nun soll der
Grobanlauf (Strom i und Drehzahl n) eines fremderregten Gleich-
strom-Motors (Abb.12) gerechnet werden. Sobald durch den Anker
der Maschine ein Strom i flieBt, tritt, wegen der gekriimmten
Eisenkennlinie, eine Schwichung des magnetischen Hauptfeldes
ein, die sogenannte Ankerriickwirkung . Diese hat die Form der
Abb.13 und kann durch die Funktion

a

c= ———
1+ b-i?

) 4 schwichung
I

+ U -

Abb. 12 Schaltbild eines fremderregten Gleichstrom-Motors

1) Nirnberg, Die Ankerriickwirkung der Gleichstrom-Maschine,
Jahrbuch der AEG Forschung 1941, B4.8
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I ! : :

-60 -40 -20 20 40 60

Abb. 13 Feldschwidchung durch Ankerrickwirkung

approximiert werden. Die weitere mathematische Betrachtung fiihrt
auf eine "mechanische" und eine "elektrische" Differentialglei-
chung erster Ordnung, die miteinander gekoppelt sind:

I-%J = c¢-i
4ai _ —Ri-c-
Ldt = U R-i cC-w .

Die Berechnung von
Strom i A und

=30, U_
Drehzahl n = T w min

erfolgt fiir eine 2 kW - Maschine mit den Zahlenwerten

Spannung U =225 V
Ankerwiderstand R = 3,8 Q
Ankerinduktivitdt L 0,18 H
Trigheitsmoment I = 0,05 Ws>

1]

= 30U _ U
Leerlaufdrehzahl nj = T, = 1790 min
c =-—1‘3_——§ Vs
1 +(—1)
40
Anfangswerte W =0 und i=0 fir t=0

erste Schrittweite h = 0,005 s .
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Das Ergebnis zeigt Abb.14. Zwischen dem Anlauf mit und dem An-
lauf ohne Ankerrickwirkung ist ein deutlicher Unterschied fest-

stellbar.

Gerechnet wurde mit Korrektur und Schrittsteuerung auf einem

HP 67 nach dem folgenden Programm

Hauptprogramm
IBL A STO 8
3 GSB C
ST I RCL O
RCL 1 x

STO A STO 5
-X- GSB O
RCL 2 GSB 0
STO B 2

STO 6 STO0x8
RCL 9 x

X RCL O
-X- STO+1
RCL 3 R
STO C GSB 0
STO 7 ST0-5
-X= RCL 8
GTO 2 ST0-4
LBL 1 3

RCL O STO0:4
2 STO:5
X RCL O
STO-1 STO0+1
STO-1 RCL 4
STO O STO+2
RCL 6 RCL 5
RCL 2 STO0+3
STO 6 DSZ
R4 GTO(4i)
STO 2 RCL 2
RCL 7 RCL 6
RCL 3 STO 2
STO 7 -

Ri 1

STO 3 5

IBL 2 :

RCL 1 ST0-2
STO A ABS
RCL 2 RCL 3
STO B RCL 7
RCL 3 STO 3
STO C -

GSB B 1

RCL O 5

X :

STO 4 STO-3

ABS
X<y
x5y
EEX
CHS

XYy
GTO 3

x>y
GTO
STO:
GTO
IBL
RCL

STO
RCL
RCL

nNoQ worEr o

STO
RCL
RCL

+
STO
GSB
RCL

owr o-Ww

(o8}

STO
STO+4
STO+4
GSB C
RCL O

STO+5
STO+5
RTN

IBL 3

STC:0
GTO A

Unterprogramme
f(x,y,2)

mit ohne

Ankerriickwirkung

IBL B IBL B

PGS PCS

1 RCL D

. RCL C

2 X

RCL C RCL 3

4 :

0 PCS

: RTN

x2

1

+

STO D

RCL C

X

RCL 3

PGS

RTN

g(x,y,2)

IBL C
PCS
RCL ©
RCL C
RCL 1
X

RCL D
RCL B
b d

RCL 2

PGS
RTK
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n i
U A
min
2000
1000

~ t
B\ e

14 Anlaufkurven eines fremderregten Gleichstrom-Motors

t w i
Anfangswerte

Abb.
Speicherplan
A B c D E
Wertepaare t w i c frei
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
b belegt belegt belegt belegt belegt %

10 11 12 13 14 bis 19
U R L I frei
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1.3  Gekoppelte Differentialgleichung zweiter Ordnung,
Differentialgleichung vierter Ordnung

1.3.1 Problemstellung und Ldsungsweg

Die mathematische Beschreibung dynamischer Vorgidnge filhrt hdufig
auf ein System von zwei oder mehreren Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, die miteinander gekoppelt sind:

£(t,y,y',2,2")
eg(t,y,v',2,2') .

yll
z"

1]

Fir die beiden Gleichungen werden jetzt 2 x 2 = 4 Anfangsbe-

Y'=y(')’ Z=ZO,Z'=Z'

dingungen bendtigt: y =y Py

zur Zeit t =0 .

o ?

Um Fragen nach einer Balkenbiegung zu beantworten, muB eine Dif-
ferentialgleichung vierter Ordnung geldst werden, in der Glieder
bis zur vierten Ableitung auftreten:

v o= £z, v )
Ahnlich wie im Kapitel 1.2 filhrt die einfache Substitution y" = z

eine Differentialgleichung vierter Ordnung auf zwei gekoppelte
Differentialgleichungen zweiter Ordnung zuriick:

y" = 7
z" £(x,y,y',2,2")

Beide Probleme kdonnen also nach dem gleichen Verfahren behandelt

werden.

Beschreibung des Verfahrens

Flir das Rechnen mit programmierbaren Taschenrechnern ist es
zweckmdflig, die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung
nicht weiter in vier Differentialgleichungen erster Ordnung zu
zerlegen, sondern die Doppelgleichung nach einem von NYSTROM
vorgeschlagenen RUNGE-KUTTA-NYSTROM-Verfahren zu behandeln.
Damn umfaBt das Programm nur zwei parallel verlaufende, gekop-
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pelte Rechnungsginge mit je vier Zuwichsen, kI und lI (1 =1
bis 4), in y- und in z-Richtung. Aus diesen Zuwdchsen werden
jetzt allerdings vier Mittelwerte k, k', 1, 1' gebildet, um y,
¥'y 2, und z' nach einer Schrittweite h filir den nichsten Punkt
angeben zu konnen. Die fiir Taschenrechner vorgeschlagenen Ver-
fahren sehen sich damit von der Differentialgleichung erster
Ordnung bis zur Differentialgleichung vierter Ordnung sehr Zhn-
lich. Sie unterscheiden sich nicht durch wachsende Schwierigkeit,
sondern nur durch den Umfang der notwendigen numerischen Rechen-—
arbeit.

An einer beliebigen Stelle Xy Ty yh, Zy zﬂ schreibt sich,
flir zwei gekoppelte Differentialgleichungen zweiter Ordnung, das
Gleichungssystem nach RUNGE-KUTTA-NYSTROM

Zuwachs
h
k.] =§f(s1) 11 —%'g(s1)
S1t X, 3 Vp i Yp o Z, 50 %
h
ky =5£(s,) 1, =5a(s,)
h Ky
Spt Xy tm i Yy rS5(FL T ) YLt Ky
11
z, +5(zl + 5 ) 5 ozl + 1y
_h, -
ky =5 £(s;) 1, =3 g(s3) (1.13)
k
’
s3 xn+%; yn+%(y;l+2—); NANE IS SN
11
zyp +5(z v+ 5 ) 5 oz, + 1,
4, -k,
k, =5%(s,) 1, =5&lsy)

zZ_ + h(zh + 13) HE L 213 ,
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Mittelwert
K= ~( kg +k, + ky )
-3 1 2 3
.
k'= 3 ( kq + 2k, + 2Ky + ky ) (1.14)
1
1= §~( 1 + 1, + 14 )
1
1'= 3'( 1, + 21, + 213 + 14 ) ,

die Wertepaare des nichsten Punktes

X..1 =X, + h

n+ n
Ypo1 = ¥ + 0y} + k) (1.15)
Yng1 = Y * K
Zop1 = Zp t h(zﬁ + 1)

SREEE

dienen wieder als Anfang fiir die ndichste Schrittberechnung.

Programmablaufplan

Das Prinzip des Ablaufplanes der Abb.10 kann fir zwei gekoppelte
Differentialgleichungen zweiter Ordnung {ibernommen werden (Abb.15).
Die richtige Schrittbemessung bleibt unverindert wichtig. Das
umfangreiche Gleichungssystem wird aber fiir eine Fein- und eine
Grobrechnung die beschrdnkte Speicherkapazitdt eines Taschenrech-
ners langsam lbersteigen. Auf den um Korrektur und Schrittsteu-
erung erweiterten Ablaufplan wird daher verzichtet. An Hand der
bisherigen Beispiele wird es sicher dem Leser im Bedarfsfall ge-
lingen, den erweiterten Ablaufplan selber zu erstellen, indem er
fir die Schrittsteuerung den grsB8ten Betrag von jetzt vier Kor-
rekturwerten benutzt.

1.,3.2 Beispiel. Wasserspiele

Aus einem Wasserspeier spritzt, unter einem gegebenen Winkel «
und mit einer bestimmten Geschwindigkeit v, ein Wasserstrahl
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h
= Xgr Jor '.V(;

Zor Z&
Start Eingaben

sz(1) I=1
nach(1.13) -
f(sI)
Erhche
g(sy) I um
k(1), (1)
nach(1.13)

nein

k,k', 1,1'

nach(1,14)

X, ¥, 7',

nach(1.15)

Abb. 15 Differentialgleichung vierter Ordnung
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Y
A
m
21
14 M
Olo .
1 T Ly
2 4 6
5 Wasseroberflédche

Abb. 16 Wasserfontine

(Abb.16). Gesucht wird die Bahnkurve der Fontine unter Beriick-
sichtigung des Iuftwiderstandes.

Wir wollen einen Wassertropfen als kleine Kugel ansehen und die
Aufgabe mit folgenden Zahlen rechnen:

Kugelradius r = 1,2 1073 m
" 2 2
"Schattenfldche" AS =TT m'
Volumen vV = %TI’ r3 m3
2
Ns
Masse m -
Widerstandsziffer ¢ = 0,09
. st
Dichte der Iuft p = 1,2066 —mA-
Erdbeschleunigung g = 9,81 %
s
Anfangswinkel a, = 30 °
Anfangsgeschwindigkeit Vo = 10 %

Die Fragestellung filihrt auf zwei gekoppelte Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit dem Ansatz der Beschleunigung in x- und
y- Richtung (Punkte sollen Ableitungen nach der Zeit bedeuten):

.. ﬂ
X = - cosa
'j:-ﬂsinoz-g

m
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mit dem ILuftwiderstand

_ 1 2 _ 2
W= 5 C P As v = a-v N .

Wir ersetzen die Bahngeschwindigkeit und den Bahnwinkel des Was-—
sertropfens durch

2
x .

+ jz und a = arctan(z)
X

und erhalten abschlieBend

X = --%-(5(2 + jz)-cosﬁarctan<¥)]
b4
y = - —%-(5{2 + jrz)-sin[arctang)] -g .
x
Die Anfangswerte zur Zeit t = O sind
X, = 0 m
Vo = 0 m
X = . - m
X, = Vycosa = 8,6603 S
v = . si = o
Vo = Vyrsina = 5,0000 S ’
Schrittweite
h=0,1 s
a2 _ .10~2 1
2 =3,3936-10 S -
Ergebnis:
t b4 y
m m
0 0 0
0,2 1,68 0,78
0,4 3,26 1,13
0,6 4,76 1,08
0,8 6,19 0,65
1,0 7,54 -0,14
1,1 8,19 -0,67
1,2 8,82 -1,27
1,3 9,43 -1,96
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Gerechnet wurde mit dem folgenden Programm auf einem HP 67:

Hauptprogramm
IBL A + RCL 4
0 2 STC+8
STO 6 b'd RCL 9
STO 7 GSB 3 STO+4
STO 8 LASTX RCL O
STO 9 + 2
RCL E STO A bid
-X- RCL 4 STO0x6
RCL 1 R ST 0x8
STO A + RCL 6
-X- TASTX STO+1
RCL 2 + RCL 8
STO B STC D STC+3
RCL 3 RCL 2 GTO A
STO C RCL 5 IBL b
-X- + RCL O
RCL 4 STC B X
STO D GSB B STO 5
GSB B GSB b STO+6
GSB b ST0-6 STO+7
GSB C GSB C RTN
GSB ¢ G3B ¢ IBL ¢
2 STO0-8 RCL O
STO0:5 3 X
: ST0: 6 ST0+8
RCL 4 STO: 7 3T 0+9
+ STO0:8 ENTER
GSB 3 STO:9 RTN
STO A RCL 2 IBL 3
GSB 4 STO+6 RCL O
GSB 4 RCL 7 b d
RCL 4 STO+2 RCL 3
Speicherplan
A B C

Wertepaare x X y

C 1 2 3 4

h . .

2 x % Yo Yo

Anfangswerte

10 11 12 13 14 Ybis

—-% g Un?erprogr. frei
Zwischen-

speicher

STO
RCL
RCL

oHQ

STO
R{

RCL 1
RCL 2
RCL 5
STO0+5

=

RCL O

RTN
LBL
Ry

RCL

STO
RCL
RCL

STO
GSB
GSB
STO+7
GSB C
GSB ¢
ST0+9
RTN

oww g b~ s

5

bis

Unterprogramme
fiir £ und g

IBL B
RCL D
RCT B
PAN"
POS
STO 2
cos
RCL D
2
RCL B

2
X

+
RCL O
X
STO 3
X
PRS
RTN

9

belegt fiir k, k',

19

1, 1

IBL C
P5S
RCL 2
SIN
RCL 3

X
RCL 1

1JOH]
RTN
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21 Einfihrung

Bei der bisher behandelten Aufgabenstellung waren neben der Dif-
ferentialgleichung noch Anfangswerte gegeben, d.h. gewlinschte
Daten der Losungskurve y(x) und deren Ableitungen an einer Stel-
le, der Anfangsstelle X,. Bei vielen technisch interessanten
Fragen miissen aber bestimmte Funktionswerte und deren Ableitun-
gen an mehreren Stellen der Losungskurve gefordert werden, meist
am Anfang und am Ende eines Intervalles, d.h. an dessen Rdndern.
Jetzt sucht man also die Losung der Differentialgleichung, die
zusdtzlich auch noch die gegebenen Bedingungen an den Réndern
eines Intervalles erfiillt (Randwertaufgabe). So ist z.B. die
Frage nach der Durchbiegung eines auf zwei Stiitzen gelagerten
Balkens eine typische Randwertaufgabe. Die Forderung, daB an den
Stiitzstellen die Durchbiegung Null sein soll, sind die Randbe-
dingungen.

In diesem einfachen Falle sind fiir die Ldsungskurve y(x) die An-
fangs- und Endordinaten y(x,) wund y(xb) gegeben. Die Losungs-
kurve wird im Intervall

X < X< xb

gesucht. Die vorgegebenen Randbedingungen am Intervallanfang
werden allgemein als Anfangsrandbedingungen (ARB), die am Inter-
vallende als Endrandbedingungen (ERB) bezeichnet (Abb.17).
Randwertaufgaben finden sich erst ab Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. AuBerdem sind viele von ihnen linear, d.h. so-
wohl in der Differentialgleichung als auch in den Randbedingun-
gen treten die Funktion y und deren Ableitungen nur in linearer
Form auf. Linearitit bedeutet aber, daB sich die Losung aus meh-
reren EinzellOsungen zusammensetzen 158t

v(x) = y9(x) + Ky,(x) + Kya(x) + - -
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rERIB

ARB

Abb, 17 Randwertaufgabe

Dadurch erdffnet sich die Moglichkeit, lineare Randwertaufgaben

auf Anfangswertaufgaben zuriickzufiilhren. Da Randwertaufgaben ei-

nen hoheren Schwierigkeitsgrad als Anfangswertprobleme besitzen,
so bescheiden wir uns fiir Taschenrechner auf die Losung linearer
Randwertaufgaben.

2.2 Differentialgleichung zweiter Ordnung

Eine vorliegende Differentialgleichung zweiter Ordnung
y" = £(x,y,y")
betrachten wir in einer etwas ausfiilhrlicheren Schreibweise:
y"=py'tay+r (2.1)
P, 94 und r konnen Funktionen von x sein. Die Randbedingungen

setzen sich im allgemeinsten Falle aus einer Linearkombination
von Ordinaten und Kurvensteigungen zusammen:

ARB: a1y(xa) + azy'(xa) A,

(2.2)

|
(o]

ERB: By(x) + B,y (%) =
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Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrinkt sich
der Losungsansatz auf zwei unabhingige Funktionen ¥q und Vol

¥(x) = y9(x) + K-yy(x) . (2.3)

Die Bestimmung dieser beiden Funktionen iiber eine Aufgabenstel-
lung mit Anfangswerten gelingt unter den folgenden Bedingungen:

1. y4 muB die Differentialgleichung y" = f(x,y,y') erfiillen.
2. Yo muB den homogenen Teil der Differentialgleichung

y'=py' +ay=1f o (xy,y")

erfiillen (r = 0).
3. y muB fiilr jedes beliebige K die ARB erfiillen.
Die dritte Bedingung ist dann eingehalten, wenn fiir die Teilld-

sung ¥,

oqyq(xg) + ayyi(xy) = A (2.4)
und fiir die Teilldsung Yo
y,(xy) + aoyh(xy) =0

gilt. Der bis dahin noch freie Faktor K kann damn so gewdhlt
werden, daB die Gesamtldsung y(x) auch noch die ERB erfiillt.
Die ausfilhrliche mathematische Beschreibung findet man in der
Spezialliteratur, z.B. /5/.

Beschreibung des Verfahrens

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
v = f(x,y,y")

wird zundchst in zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster
Ordnung Uberfihrt:

v' =12

z"' pz + qy + r = f(x,¥,2) .
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Beide Gleichungen werden im Intervall xas; x < Xy zweimal mit
der konstanten Schrittweite

X T ¥

h = -5 N ganze Zahl,

als Anfangswertaufgabe nach RUNGE-KUTTA durchgerechnet (Abb.18).
Erste Durchrechnung fiir die Teilldsung ¥q:
Die Differentialgleichung erhdlt die Anfangswerte

yq(xy) =-§} und  yi(xy) = z4(x;) =0 , (2.5)
oder, falls oy = 0 ist,
' A
y1(xa) =0 und y1(xa) = z1(xa) = EE- .

Gespeichert oder notiert werden die hierbei errechneten Funktions-
werte y1(x) sowie die erreichten Daten am Intervallende Xt

v1(xy) uwnd yilx) = zq(x).

Zweite Durchrechnung fir die Teilldsung NOY
Flir diese Rechnung wird, bei gleicher Schrittweite h, nur der

homogene Teil der Differentialgleichung f. genommen (r = 0).

hom
Die Anfangswerte sind
y2(xa) = a, und yé(xa) = zz(xa) = -aq . (2.6)
¥ Yo
° o
h
h
-— X
Xg Xp *a Xp

Abb. 18 Zur Ldsung einer Randwertaufgabe
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Auch hier werden die errechneten Funktionswerte y2(x) gespei-

chert oder notiert, sowie die Daten am Intervallende X, : yz(xb)
und yé(xb) = zz(xb).

Die Anfangswerte nach (2.5) und (2.6) in der ersten und zweiten

Durchrechnung erfillen die Gleichungen (2.4) in einfachster Wei-
se, wie man sich leicht iiberzeugen kann.

Im anschlieBenden Rechnungsgang wird die Gesamtldsung an die ERB
angepaflt, durch die Festlegung der noch freien Konstanten K. Aus

K'(ﬁﬂ’z(xb) * 5222(’%)) * Bryi(xp) + Bozq(xy) = B
folgt

B - [B474(x) + 3251(’%))

£ TR )+ Bpra(y) ) z-7)

Aus dieser Gleichung 148t sich ablesen, daB die Randwertaufgabe
nur dann eindeutig losbar ist, wenn der Nenner nicht zu Null wird.
Zum AbschluBl werden die notierten oder gespeicherten Funktions-
werte zur Gesamtldosung (2.3) zusammengesetzt

y(x) = y4(x) + Ky,(x) .

Programmablaufplan

Zur Vereinfachung sind im Ablaufplan Abb.19 die Berechnung der
Mittelwerte k und 1 nach RUNGE-KUTTA als Unterprogramme gezeich-—
net. Es ist darauf zu achten, daB bei der zweiten Durchrechnung
nur der homogene Teil der Differentialgleichung fhom genommen

werden darf. Bei Taschenrechnern, die mit Flags ausgerlistet sind,
188t sich dieses durch Setzen eines Flags bequem erreichen. Flags
sind elektronische Schalter, die man in einem Programm entweder

setzt (einschaltet) oder 16scht (ausschaltet).

2.3 Beispiel. Seil mit Schneelast

Die physikalische Theorie eines durchhidngenden Seiles fithrt auf
die Differentialgleichung

S'y" = - a(x)
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Randwerten

r
[}
]

h
ARB, ERB

Eingaben werte nach
(2.5)

Anfangs-

Ablaufplan
=- &hnlich
Abb.10

K, 1
nach (1.8)

x+h,
y+k, z+1
speichern

Anfangs-
werte nach

(2.6)

k, 1
mit fhom

X+h,
y+k, z+1
speichern

nein

ja . Y‘](xb)y y2(xb)
z1(xb) ’ zz(xb)

Rickruf

K nach Ausgabe
(2.7) X,y nach Stop
(2.3)

Abb., 19 Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Randwerten
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l X
1 m
14
myy
Abb. 20 Seil mit Schneelast
Seilzug S N , ILast pro lLdngeneinheit ¢ as .

m
Auf dem Seil liege eine Schneelast verdnderlicher Stirke (Abb.20).

Wir approximieren diese ILast durch die Funktion

Dann lautet die Differentialgleichung

q0 T X

y"=—§— sin(§—> .
Die Berechnung des Seildurchhanges y(x) erfolgt mit dem Zahlen-
wert

aq
-§9 =6 7% , einer Schrittweite h = 0,125 m
und den Randwerten
ARB x, =0 m, y(xa)

0O mj; also oy 1,

I
o
b
Il
(@)

L)

ERB x L 52

b

1]
1]
1
]
o
1]
-

T m, y(x) =1 m; also B4

Das Rechenprogramm enth&élt keine Ausgabe der Teilldosung y; und
Vo In der Ergebniszusammenstellung sind sie aber mit aufgefiihrt.
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b d Y1
m m

0,000 0,000

0,125 - 0,003 -

0,250 - 0,024 -

01375 - 0’081 -

0,500 - 0,190 -

0,625 - 0,365 -

0,750 - 0,618 -

0,875 - 0,957 -

1,000 - 1,388 -

Programm fiir einen HP

Hauptprogramm

IBL A STO+1

RCL 1 Rl

STO A GSB O

RND STO0-5

1 RCL 6

X = STO0-4

SF 2 3

RCL 2 STO:4

STO B STO:5

F? 1 RCL O

GTO 3 STO+1

GTO 4 RCL 4

IBL 5 STO+2

RCL 3 RCL 5

STO C STO+3

F? 2 GTO A

GTO 1 IBL O

GSB B RCL 3

RCL O +

x STO C

STO 4 RCL 6

STO 6 RCL 2

GSB C +

RCL O STO B

b4 RCL 1

STO 5 RCL O

G3SB O +

GSB O STO A

2 GSB B

STOx6 RCL O

b d b d

RCL O STO 6

Vor dem Programmstart ist Flag 1 zu setzen!

Speicherplan

Y2
m

0,000
0,125
0,250
0,375
0,500
0,625
0,750
0,875
1,000

67

STO+4
STO+4
G3B C
RCL O
bd
STO0+5
STO0+5
RTN
IBL 1
F? 1
GTO 2
F? 0
GTO
RTN
IBL
RCL
RCL
bd
RCL
RCL
bd

+
STO:
0
STO
RCL
STO
RCL
CHS
STO
9

ST I

waQ ooy o

i)

w ounvE -

Die Werte Xy = 1 und X, = 0

y(x)

0,000
0,295
0,573
0,814
1,004
1,127
1,173
1,132
1,000

CF O

GTO A
IBL 2
RCL B
RCL 8

X
RCL C
RCL 9
b4

+
STO-T7
0

ST0 1
RCL E
STO 2
RCL D
CHS
STO 3
SF O
CF 1
GTO A
IBL 3
ISZ
STO(1)
GTO 5
IBL 4
F? 0
GTO 5
ISz
RCL 7

b4
RCL(1)

K = - 2,388

RCL A
-X-
R4
—X-
GTO 5

Unterpro-
gramme filr
f und g

IBL
RCL
RTN
LBL
GSB
RCL
X

GSB
RCL
b d

o Qoa Qo

sind im Hauptprogramm die Programm-
schritte Nr.5 und Nr.88, Nr.108.
te Steuerung ist die Zahl 9 zu srmeichern.

Im Register I fiur die indirek-
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A B D E I
Wertepaare b'd y z a, o, 9
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9
h ARB
> X, 1.Durchr., PCelest belegt belegt B B4 B,

Bei der ersten Durchrechnung werden die Funktionswerte ¥4 in den
Sekunddrspeichern (maximal zehn Werte) gespeichert.

2.4 Differentialgleichung vierter Ordnung

Das beschriebene Verfahren zur Ldésung von Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung mit Randwerten 188t sich auch auf Differen-
tialgleichungen vierter Ordnung anwenden. Eine Differentialglei-
chung vierter Ordnung

YIV = f(x,y,y',7",y"")

kann nach Kapitel 1.3 in zwei gekoppelte Differentialgleichungen
zweiter Ordnung iliberfilhrt werden. Am Anfang und am Ende des In-
tervalls X, < X< Xy missen somit bestimmte Aussagen iiber zwei
ARB A4 und A2 und zwei ERB B, und B, vorliegen. Durch zwei
ARB sind von den vier Funktionsdaten y, y', y", y"' am Inter-
vallanfang nur zwei festgelegt. Demnach kann noch iiber die bei-
den anderen als sogenamnte freie Anfangswerte AW verfiigt wer-
den.

In der folgerichtigen Erweiterung des beschriebenen Verfahrens
setzt sich die Ldsung der linearen Differentialgleichung vierter
Ordnung aus drei unabhéingigen Teilldsungen Y4, 75 und yy zu-
sammen

v(x) = y4(x) + Kyo(x) + Kyya(x) (2.8)

und zwar so, daB die Gesamtlésung y(x), fiir beliebige Werte von
K, und K3 , der Differentialgleichung vierter Ordnung und den
beiden ARB geniigt. Die Anpassung der Losung y(x) an die zwei ERB
erfolgt durch die Festlegung der bis dahin noch freien Faktoren
K, und K3 .
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Beschreibung des Verfahrens

Die Differentialgleichung vierter Ordnung

¥V o= £(x,y,y "y )

wird zundchst in zwei gekoppelte Differentialgleichungen zweiter
Ordnung aufgeteilt

yll=z

z" £f(x,y7,5',2,2') .

Beide werden im Intervall xasg x < Xy dreimal mit der konstan-
ten Schrittweite

N ganze Zahl,

als Anfangswertaufgabe nach RUNGE-KUTTA-NYSTROM durchgerechnet
(Abb.21).

Erste Durchrechnung fiir die Teilldsung V1
Die Differentialgleichung hat die vorgegebenen Anfangswerte bei
Nullsetzung der beiden freien AWs

1. ARB = Ay ; 2. ARB=4,; 1.AW=0; 2. AW=0. (2.9)

Notiert oder gespeichert werden die hierbei errechneten Funk-
tionswerte y1(x) und die am Intervallende %, erreichten Daten
byq und by, der durch die zwei ERB gegebenen Funktionen.

Zweite Durchrechnung fiir die Teilldsung Vo
Flir diese Rechnung wird, bei gleicher Schrittweite h, nur der
homogene Teil der Differentialgleichung f

hom Senommen. Die An-
fangswerte sind

1. ARB = 0 ; 2. ARB =0 ; 1. AW=1; 2, AW=0. (2.10)

Notiert oder gespeichert werden die Funktionswerte yz(x) und die
am Intervallende Xy erreichten Daten b21 und b22 der interessie-
renden Funktionen.
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¥q yz
[ |
b11 £ 1.ERB o e : b21 £ 1.ERB
° b12 £ 2,ERB b22 = 2.ERB
h
h
X b4
Xg xb Xa Xy
Y3
b31 2 1,ERB
. ° b32 £ 2.ERB
h
1 4 - X
Xa %y

Abb. 21 Zur Losung einer Randwertaufgabe

Dritte Durchrechnung fiir die Teilldsung ¥yt
Bei gleichbleibender Schrittweite h wird nur mit dem homogenen
Teil der Differentialgleichung gerechnet. Die Anfangswerte sind

1. ARB=03; 2. ARB = 0 ; 1. AW =0 ; 2. AW =1 . (2.11)

Die Funktionswerte y3(x) und die interessierenden Daten b31 und

b32 am Intervallende werden notiert oder gespeichert.

Fir die Anpassung der ILosung y(x) an die zwei ERB B, und B2

ergeben sich zwei Gleichungen mit den beiden unbekannten Koeffi-

zienten K2 und K3:
b21-K2 + b K

31 K3 =By = by

B

b22~K2 + bys 'K

32 %3 2 = Pgp



2. Differentialgleichungen mit Randwerten

54

GL°qay
YOTTUYR
ueTdInerqy

woyy

WOty arw
VAT
4
(oL°2)
YOBU 33I9M
-s3ueguy
uzsyotads
mr..._. .:P
=l
(SL°1L
o .vu uxayotads e
“z¢6 ,£4R%x le pun x uteu
(F1°1) (6°2) \
Yosu YowvU 94JI9M o=rp uaqeduTty,
AT -sSusguy q
]
]
|
Nm .em |
N4 .r< -d
QN .dN oy

43848



55

2.4 Differentialgleichung vierter Ordnung

A-_m“$—_-v

U9jIoMpUBY JTW SUNUPI) JI93I9TA FUNUYOTOTTTBRTIUSAISIITA 22 °qdV

(8°2)
yosu A'x

aqedsny

€

(zL°2)

yoBU
3 pun Sy

oqIap I8P
Fonronyg

O

uxayotads
Nmn. . _.mn.

| um p
{AYQUILH

uxayotads
NNP .FNQ

of

uxayotads
£ pun x

(L1°e)

YosUu 93.I9M
-s3usguy

(G1°L)
yosUu ,Z

bz¢ RéR*x

1




56 2. Differentialgleichungen mit Randwerten

Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach Ké und K3

(Bq = bqaq)ba, — (B, = ;)b
B (2.12)
21 P32 = P22 P3g

(B, = byp)byy = (By = byq)by,

boq byp = Dyy by

ermoglicht die notierten Werte der drei Funktionen T1r Yo und y3
zur Gesamtlosung (2.8) zusammenzusetzen:

¥(x) = 79 + Ky,(x) + Kyya(x) .

Programmablaufplan

Im Ablaufplan (Abb.22) ist die Berechnung der Mittelwerte k, k',
1 und 1' nach RUNGE-KUTTA-NYSTROM als Unterprogramm gezeichnet.
Zu. beachten ist, daB die dreimalige Durchrechnung der Differen-
tialgleichung mit jeweils anderen Anfangswerten erfolgen mufl.
AuBerdem darf bei der zweiten und dritten Rechnung nur der homo-
gene Teil der Differentialgleichung fhom Verwendung finden,

was sich durch das Setzen eines Flags wieder bequem erreichen
158t.

2.5 Beispiel. Belasteter Balken auf elastischer Unterlage

Die mathematische Beschreibung der Balkenbiegung (Abb.23) fiihrt
auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung:

Iv

EI-yo +ky=a ,

Biegesteifigkeit EI, Bettungsziffer k, Last pro lidngeneinheit q.
Die Differentialgleichung wird iiberfithrt in

EI-y" = z

z" q - ky .
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Abb. 23 Elastisch gebetteter Balken

Berechnet wird die Durchbiegung eines Trédgers vom Normalprofil

NP I 20, Lénge 10 m, EI = 4,5-10° ma?, k = 100 L5, ¢ = soc L,
m

Randbedingungen

X, = 0O m, Xy = 10 m

1. ARB y(xa) = 0 1. AW y'(xa)

2. ARB z(xa) = 0 2. AW z'(xa)

1. ERB y(xb) = 0

2. ERB z(xb) = 0

Schrittweite h= 1 m .

Ergebnis
x Y1 Y5 vy v(x)
m m m m mm
o 0,0 -1073 0,0 0,0 -107° 0,0
2 0,119 2,0024 0,296 13,72
4 1,896 4.0187 2,370 22,00
6 9,600 6,0624 8,000 22,00
8 30,339 5 8,1453 18,961 . 13,72
10 74,064-10 10,2772 37,027-10 C)0
K, = 7,391:1073

K, = -4,052-10%3

w
|
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Programm filr einen HP 67. Vor dem Start ist Flag 1 zu setzen!

Hauptprogramm Unterpro-

gramm fiir
f und g

IBL A + X RCL O IBL 1 IBL B

0 2 ST0x6 x POs PGS

STO 6 X STO0x8 + RCL A RCL C

STO 7 GSB 3 RCL 6 RTN STO 6 RCL O

STO 8 TASTX STO+1 IBL 4 RCL C :

STO 9 + RCL 8 R¢ STO 7 POS

RCL E STO A STO0+3 RCL 4 PQS RTN

RND RCL 4 GTO A + 0

-X- R IBL b STO D STO E IBL C

1 + RCL O RCL 5 ST0 1 PQS

0 LASTX b4 RCL 2 STO 3 RCL 1

X =y + STO 5 + STO 2 RCL A

SF 2 STO D STO+6 STO B 1 RCL 2

RCL 1 RCL 2 STO+7 GSB B STO 4 bd

STO A RCL 5 RTN GSB b 152 F? 1

-X- + IBL ¢ STO+7 GTO A +

RCL 2 STO B RCL O GSB C IBL 2 POS

STO B GSB B b'd GSB ¢ PQS RTN

RCL 3 GSB b STO0+8 STO0+9 RCL A

STO C ST0-6 STO0+9 RTN RCL 6

RCL 4 GSB C ENTER STO0:8

STO D GSB ¢ RTN IBL O :

F? 2 ST0-8 IBL 3 POS ST I

GTO(1) 3 RCL O RCL A RCL 7

GSB B STO:6 X ST0-8 b'e

GSB b STO: 7 RCL 3 RCL C RCL C

GSB C STO0:8 + ST0-9 -

GSB ¢ STO0:9 STO C POS RCL 7

2 RCL 2 RCL E 1 RCL 8

STO:5 STO+6 RCL O STO 2 bd

: RCL 7 + x QI ST0-9

RCL 4 STO+2 STO E STO E Ry

+ RCL 4 Rt STO 1 510:9

GSB 3 ST0+8 RCL 1 STO 3 RCL 9

STO A RCL 9 RCL 2 CF 1 RC I

GSB 4 STO+4 RCL 5 GTO A X

GSB 4 RCL O STO+5 STO0+8

RCL 4 2 + RTN

Die zweite Durchrechnung der Differentialgleichung beginnt mit
dem Programmschritt Nr. 142, die dritte Durchrechnung mit INr. 157
und die Losung der zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten bei

Nr. 166. Der errechnete Wert K, befindet sich anschlieBend im
Datenspeicher 8 (18), minus K3 im Speicher 9 (19) - T'rogramm
endet auf der Sekunddrseite.

Speicherplan

Die interessierenden Daten am Intervallende Xy werden im Haupt-
programm abgefragt

1. ERB : Nr. 137, 152, 168,

2., ZRB :+ DNr. 139, 154, 175 .
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Die Anfangsbedingungen fiir die zweite und dritte Durchrechnung
sind im Frogramm die Nr. 142 bis 147 wund Nr. 157 bis 163.
Der VWert Xy = 10 ist der Schritt Nr. 10/11. Im Register I fiir

die indirekte Steuerung ist die Zahl O zu speichern.

A B C D E I
Wlertepaare y y' z z' X Beginn: O
0 1 2 3 4 5 bis 9
% vixy) y'(xy) =z(xy) z'(xy) belegt fiir i:. 11{:'
9
Anfangswerte
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
JON o] -k frei frei frei belegt fiir B, B2
P21 P22 gk, -k

3



3. Differentialgleichungen mit Eigenwerten

3.1 Einflihrung

Wichtige technische Anwendungsgebiete werden durch homogene Rand-
wertaufgaben beschrieben. Das sind Aufgaben, fiir die sowohl die
Differentialgleichung als auch die Randbedingungen homogen aus-
fallen, d.h. in denen nur Glieder mit der Funktion y oder deren
Ableitungen vorkommen. Solche Randwertaufgaben sind hiufig Eigen-
wertprobleme. Darunter versteht man eine homogene Differential-
gleichung, in der ein zundchst unbestimmter Parameter A auftritt,
ZeBe

"= Nay .
Nur fiir ganz bestimmte Werte dieses Parameters A , der auch in
den Randbedingungen enthalten sein kann, wird die Randwertauf-

gabe losbar. Eigenschwingungszahlen schwingungsfé@higer Systeme
oder das Knicken eines Stabes sind solche Eigenwertprobleme. Hier

y

X1 xo

Abb. 24 Regula falsi
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ist das Ziel der Rechnung das Auffinden der speziellen A - Werte,
der sogenannten Eigenwerte. Damit sind die Eigenwertaufgaben eng
mit den Randwertaufgaben des vorigen Kapitels verbunden.

Das systematische Herantasten an den unbekannten Parameterwert,
der eine ILosung garantiert, gelingt sehr gut mit Hilfe der ein-
fachen Regula falsi. Diese alte numerische Methode sorgt fiir die
angendherte Bestimmung der Nulldurchginge (Wurzeln) beliebiger
Funktionen. Zwischen zwei "falschen Ansitzen" (Schitzwerten) Xy
und x, wird die Funktion y(x) durch eine Gerade ersetzt (Abb.24).
Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-Achse wird als verbes-
serter Schiatzwert x3 genommen. Auf diese Weise tastet man sich
numerisch immer ndsher an den exakten Nulldurchgang X, heran.

3.2 Differentialgleichung zweiter Ordnung

Die Randwertaufgabe des Kapitels 2.2 vereinfacht sich fir den
homogenen Fall:

Differentialgleichung

y" = £f(x,y,y') = p-y' + a-y (3.1)
Randbedingungen
ARB: a1y(xa) + azy'(xa) =0

(3.2)

ERB: Biy(xy) + Boy'(x) =0 .
Der Losungsansatz reduziert sich auf

Y(X) = K'yz(x) ’ (3-3)

d.h., die Eigenldsung (Eigenfunktion, Eigenvektor) y(x) 1iB8%
sich nur bis auf einen Faktor K bestimmen.

Beschreibung des Verfahrens

Die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung wird in der
bekamnten Weise in zwei gekoppelte Differentialgleichungen erster
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Ordnung iiberfilhrt. Dann werden beide im Intervall a
mit der konstanten Schrittweite

n o= *p & *a , N ganze Zahl,

und einem geschitzten A - Wert als Anfangsaufgabe nach RUNGE-
KUTTA durchgerechnet (Abb.25), mit folgenden Anfangswerten:

y2(xa) = az und yé(xa) = Zz(xa) = - (X1 . (304)

Von Interesse sind nur die mit dem A - Wert erreichten Daten
y2(xb) oder yé(xb) = z2(xb) am Intervallende x, bzw. der Wert
der entsprechenden Linearkombination

B‘IyQ(x‘b) + 62Z2(xb) =B . (3-5)

Bei der richtigen Wahl von A wird B nach Voraussetzung (3.2) zu
Null. Dieser Nulldurchgang der Linearkombination B(A) 1#B8t sich
mit der Regula falsi finden (Abb.26). Sie verlduft nach dem fol-
genden Rechnungsgang:

Aus der Differenz zweier aufeinanderfolgender Werte B,

A=B, =By (3.6)

errechnet sich der Zuwachs des Parameters A\

Ay

(AN)per =2 B, (3.7)

Y2

X X-b

Abb. 25 Zur Lésung einer Eigenwertaufgabe
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n+1

-— A
\
Abb. 26 Zur Losung einer Eigenwertaufgabe
und damit der verbesserte A\ - Wert
Ap#1 = Ap t (Ax)nﬂ usw. (3.8)

Der Startwert fiir A und A A wird geschédtzt, sowie der erste, in
der Rechnung benctigte Wert B fiir n = O, Bo = O gesetzt. Die Rech-
nung muB durch die Vorgabe einer Genauigkeitsschranke fiir den Zu-
wachs AN begrenzt werden, z.B. auf vier Stellen nach dem Komma.
Der so ermittelte Eigenwert A ist aber nur eine mdgliche ILosung.
Weitere A - Werte findet man mit anderen Startwerten.

Die Konvergenz der Regula falsi bei Eigenwertaufgaben ist sehr
gut. Trotzdem kamn eine Kontrollausgabe fiir A oder A A im Pro-
gramm vorteilhaft sein.

Programmablaufplan

An einen fiir den homogenen Fall vereinfachten Ablaufplan der
Randwertaufgabe Abb.19 wird die Regula falsi angehdngt und die
Rechnung mit einer Genauigkeitsschranke abgeschlossen (Abb.27).

3.3 Beispiel. Schwingende Saite veranderlicher Starke

Eine elastische Saite sei an den Enden eingespamnt. Sie wird an-
gezupft. Gesucht ist die Frequenz der Schwingung.
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n, A, AA
{ | ARB, ERB

Anfangs-
werte nach
(3.4)
x +h k,1 nach Ablaufplan
+ k - - —-ldhnlich
v (1.8) Abb.10
Bn+‘l
speichern
Rickruf
Bn
A>‘n+1 nach
(3.7) und Genauig-
speichern r-1keits-
| schranke
|
1
An+1 nachl
(3.8) und
speichern

Stop

Abb. 27 Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Eigenwerten
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Die zu losende Differentialgleichung ist

S.y" + Am(x)y =0

Parameter A =w2 , Seilzug S N, Winkelgeschwindigkeit w rz.d’
N32

Masse pro Ldngeneinheit m - -
m

Die Saite soll in der Mitte doppelt so stark als an den R&ndern
sein, Wir approximieren daher die Masse m durch die Funktion

. b
m = mo(1 + 51n7r;b) .
Dann lautet die Differentialgleichung

m
¥y = - 7\S—°~(1 + sinw% Yy .

Die Berechnung des Parameters A erfolgt mit den Zahlenwerten

m 2
S_Q = 3,24'10—6 —S—g sy X, =0 m, x, =1 m, Scarittweite
m

h = 0,1 m, den Randwerten

ARB x, =0 m, y(xa) =0 m; also o4 =

I

ERB x

[t}
i

1 m, y(xb) 0 m; also f4

I
-
=
N
i
(@]
-

b

erster Schitzwert A = 107 sy AN = 108 , Genauigkeitsschranke
eine Stelle nach dem Komma.

Ergebnis:

2

Parameter A = 7 242 293 = w

W
or = 428 Hz

Frequenz f

1]

Das Ergebnis wurde mit dem folgenden Programm auf einem HF 67

gerechnet:

Hauptprogramm Unterpro-
gramme fir
f, g und B

LBL A 2 RCL 6 RCL 9 IBL B

RCL 1 STOx6 RCL 2 xQOy RCL C

STO A b4 + STO 9 RTN
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RND RCL O STO B - IBL C
1 STO+1 RCL 1 STO0:8 RAD

X =y R RCL O RCL 8 RCL A
SF 2 G3B O + STO+7 m

RCL 2 STO-5 STO A RND X

STO B RCL 6 GSB B x#0 SIN
RCL 3 STO-4 RCL O GTC 2 1

STO C 3 X RCL 7 +

F? 2 STO:4 ST0 6 RTN PGS
GTO 1 STO0:5 STO0+4 IBL 2 RCL 1
GSB B RCL O STO+4 0 PCS
RCL O STO+1 GSB C STO 1 b4

b4 RCL 4 RCL O RCL D RCL B
STO 4 STO+2 X STO 2 X

STC 6 RCL 5 STO0+5 RCL E RCL 7
GSB C STO+3 STO+5 STO 3 b4
RCL O GTO A REN GTO A CHS

b d IBL O IBL 1 RTN
STO 5 RCL 3 GSB a IBL a
GSB 0O + PAUSE RCL B
GSB O STO C STO0x8 RTN

Die Regule falsi beginnt mit dem Programmschritt Nr. 69. Die
Linearkombination B wird im Unterprogramm ILBL a berechnet und
zur Konvergenzkontrolle angezeigt. Die Genauigkeitsschranke ent-
spricht dem eingestellten Anzeigeformat.

Speicherplan
A B C D E
Wertepaare b y 4 o, - oy
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
h
5 x, ®, -0, belegt belegt belegt A AN By
10 11 12 bis 19
™5
frei 5 frei

3.4 Differentialgleichung vierter Ordnung

Flir eine Differentialgleichung vierter Ordnung sind im homogenen
Falle beide ARB und beide ERB Null:

1. ARB = 0 ; 2. ARE = 0 ; 1. ERB =0 3; 2. ERB =20 .
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Der losuncsansatz (2.8) reduziert sich auf

y(x) = Epoy,(x) + Kyoy5(x) (3.9)

Beschreibung des Verfahrens

Die homogene Differentialgleichung vierter Ordnung wird in der
bekannten Weise in zwei gekoppelte Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung Ubterfiilhrt. Beide Gleichungen werden dann im Intervall

X, < X <X zweimal mit der konstanten Schrittweite

h = ——F— y N ganze Zahl,

und einem geschftzten A - Wert als Anfangswertaufgabe nach
RUNGE-KUPTA-NYSTROM durchgerechnet.

Die erste Durchrechnung fiir die TeillGsung Yo erfolgt mit den
Anfangswerten

1, ARB=03; 2.ARB=0; 1.AW=1; 2, AW=0. (3.10)

Von Interesse sind nur die mit dem geschiitzten A- Wert am In-
tervallende Xy erreichten Daten b21 und b22 , der Funktio-
nen, die durch die ERB gegeben sind.

Die zweite Durchrechnung filir die Teilldsung y3 erfolgt mit den
Anfangswerten

1., ARB = 0 ; 2. ARB = 0 ; 1. AW =0 ; 2, AW =1 . (3.11)

Die am Intervallende interessierenden Daten seien b31 und b32 .
Das Gleichungssystem zur Anpassung an die Forderung, beide ERB
gleich Kull, hat die beiden Unbekarnnten K2 und K3 :

byq Ky + byq Ky = 0
(3.12)
Doy Ky + yy Ky =0 .
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I
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Um triviale Ldsungen (K2 = K3 = 0) auszuschlieBen, muB die Haupt-
determinante zu Null werden

D = = bpq by = bygrby, = 0 (3.13)

Dieser Nulldurchgang der Hauptdeterminante D(A ) kann wieder
mit der Regula falsi gefunden werden:

Aus der Differenz zweier aufeinanderfolgender Determinantenwerte

A =D, -D 4 (3.14)
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2 g B¢ &
‘Ht g o —
= =% £
1) - M
<% Bkl | 2
'Eifud’.ﬂ A —a =]
S ° S °
0 g 3]
g 3k g 3E
~g —~
- N0 - Vo
5% 9
< N < ™M [y
< ~ ~—

Abb. 28 Differentialgleichung vierter Ordnung mit Eigenwerten

errechnet sich der Zuwachs fiir den Parameter A

AXg
(AN) g =—x2 Doy (3.15)

und damit der verbesserte A - Wert
Ape1 = Ap + (AN) 41 usw. (3.16)

Der Startwert fiir A und A\ wird geschidtzt, der erste bendtigte
Wert D fir n=10, Do = 0 gesetzt. Die Rechnung wird durch

eine Genauigkeitsschranke fiir den Zuwachs A X begrenzt. Weitere
N - Werte, falls vorhanden, findet man durch die Vorgabe anderer

Startwerte.
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Programmablaufplan

An einen fiir den homogenen Fall vereinfachten Ablaufplan der
fritheren Randwertaufgabe Abb, 22 wird die Regula falsi ange-
héngt und die Rechnung mit einer Genauigkeitsschranke abge-
schlossen (Abb. 28).

3.5 Beispiel. Knickung eines Stabes unter seinem Eigengewicht

Wir betrachten ein Stabilitdtsproblem. Ein senkrechter, unten
eingespannter Stab konstanter Biegesteifigkeit EI werde in der
Ldngsachse durch eine Kraft F belastet (Abb. 29). Die Suche nach
der kritischen ILast aus Kraft und Eigengewicht, bei der eine
Knickung des Stabes eintritt, fihrt auf die homogene Differen-
tialgleichung

EI-yIV = [go(l - x)-y']' - (F + Gol)-y" )

N
m

mit dem Eigengewicht pro ILdngeneinheit des Stabes G0

Wird die duBere Kraft F = O gesetzt, so geht die Gleichung nach
kurzer Umformung iiber in
Vo= oAz 4y,
Go
mit dem Parameter \ = ET aus Eigengewicht und Biegesteifig-
keit.

Dieses ist die mathematisch-physikalische Formulierung der Spruch-
weisheit, daB die Bdume nicht in den Himmel wachsen. Die Grenze
des Wachstums gibt die Losung der Eigenwertaufgabe an. Sie er-
folgt fiir die Zahlenwerte X, = 0 m, X, = 1 m, Schrittweite
h = 0,1 m, den Randbedingungen

1, ARB y(xa) =0 1. AW y'(xa

2. ARB z(xa) 2. AW z'(xa)

1. ERB y'(xb)
2. ERB z'(xb)

0
0
0

erster Schidtzwert A = 10 und AA= 1 .,
Ergebnis A\ = 7,8377 . Weitere Durchrechnung mit anderen Stab-

ldngen 1 = Xy fihrt zu der Gleichung

¢ 1°
EI = 7!8377 .
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Abb. 29

Knickung eines Stabes

F
y
/
/
/ x
/
/
1 /
U

Gerechnet wurde mit dem folgenden Frogramm auf einem HP 67:

Hauptprogramm
LBL A :

1 RCL 4
STO 2 +

0 GSB 3
STO 4 STO A
STO 1 GSB 4
STO 3 GSB 4
STO E RCL 4
ST I +

IBL a 2

0 X
STO 6 GSB 3
STO 7 TASTX
STO 8 +

STO 9 STO A
RCL E RCL 4
RND Rt

1 +

X =y LASTX
SEF 2 +

RCL 1 STC D
3T0 A RCL 2
RCL 2 RCL 5
STO B +
RCL 3 STO B
STO C GSB B
RCL 4 GSB b
STO D ST0-6
B 2 GSB C
GTo(1) GSB c
GSB B ST 0-8
GSB b 3

GSB C ST0:6
GSB ¢ STO:7
2 3T0: 68
STO0:5 STO:9

RCL 2
STO+6
RCL 7
ST O+2
RCL 4
STO+8
RCL 9
STO+4
RCL O
2

b d
STOx6
STOx8
RCL 6
STO+1
RCL 8
STO+3
GTO a
IBL ©
RCL O
X
STO0 5
STO+6
STO+7
RTN
ILBL ¢
RCL O
b d
STO+8
ST0+9
EMNTER
RT M
IBL 3
RCL O
b'd
RCL 3

RCL

STO
RCL
RCL

STO
GSEB
GSB
STO+7
GSB C
GSB ¢
ST0+9
RTH

oW pDUgY

IBL 0
POS

RCL B

f und g

IBL B
RCL C
RTN

LBL C
RCL E
RCL C
X
RCL B
+
POS
RCL 7
X

cHs
POS
RTH

Unterpro-
gramm fiir
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Die zweite Durchrechnung der Differentialgleichung beginnt beim
Programmschritt Nr. 148 und die Regula falsi bei Nr. 166. Die
Determinante D wird unter IBL 1 (Nr.156) berechnet und zur Kon-
vergenzkontrolle angezeigt. Die Genauigkeitsschranke entspricht
dem eingestellten Anzeigeformat.

Speicherplan

Die interessierenden Daten am Intervallende Xy werden im Haupt-
programm abgefragt

1. ERB : Nr. 143 und Nr. 161
2, ERB : Kr. 145 und Nr. 158 .

Die Anfangsbedingungen flir die erste Durchrechnung sind im Pro-
gramm die Nr. 1 bis 7, fiir die zweite Durchrechnung die Nr. 148
bis 154. Im Register I fiir die indirekte Steuerung ist die Zahl
0 zu speichern.

A B C D E I
Wertepaare v y' z z' X Beginn: 0

0 1 2 3 4 5 bis 9

3 v(xy) y'(xy) al(xy) z'(x,)  belegt fur k, k',
i, 1

Anfangswerte ’

10 bis 14 15 16 17 18 19
frei belegt fiir AN AX D,

boq boo
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4. Einflihrung, Gitterpunktmethode

Fast noch zahlreicher als fiir gewShnliche Differentialgleichun-~
gen sind die Anwendungsgebiete der partiellen Differentialglei-
chungen. Durch die Moglichkeit, sie auf Rechenautomaten zu losen,
gewinnen sie in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung fiir
alle Ingenieurwissenschaften. Auch programmierbare Taschenrech-
ner sind zur Losung geeignet. Die folgenden Kapitel sollen daher
den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gehdren.
Ihre Typenbezeichnungen erhalten sie nach wichtigen technisch-
physikalischen Anwendungsgebieten:

2
" . 0°u ou
Wermeleitung -7 = a'3%
ox
2 2.
. 0°u 2 0°u
Wellengleichung —s = Db~
ax° 242
Telegraphengleichung 3%u = g.0u + b2, 9 °u
(Wanderwelle) 0x° % 242
Stromverdringung 9% + 8%u - g.0u
(Ski 2 2 - ot
ineffekt) 9x oy
2 2 2
. 0°u 0°u 2 9“u
Membranschwingung —s + = Db~
3x° ay? 342
Poissonsche - , 3%y 3%u £ )
. . 2 * 2 = %Y
Potentialgleichung ox oy

Bei zwei unabhingigen Verinderlichen x und y bzw. x und t wird
als Losung eine Funktion u gesucht, eine Fldche im x t u- Koordi-
natensystem, die die Differentialgleichung erfiillt und zusitzlich
vorgegebene Anfangs- und Randwerte einhdilt (Abb.30). Bei drei un-
abhingigen Verdinderlichen muB8 die gesuchte Ldsung einen Raum im
X y t u- Koordinatensystem umfassen. Was Wunder, daB die Theorie
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A .

Abb., 30 Fldche als Losung einer partiellen Differentialgleichung

X

der partiellen Differentialgleichungen zu den schwierigen Kapi-
teln der Mathematik gerechnet wird. Vor diesem Hintergrunde hebt
sich die Gitterpunktmethode (Differenzenverfahren) als eine ein-
fache, numerische Ngherungsldosung wohltuend ab. Das Verfahren ist
seit langem bekamnt. Es geht auf Leonhard Euler (1707 bis 1783)
zuriick und ist auch auf programmierbaren Taschenrechnern leicht
zu realisieren. Heute z8hlt es zu den wirkungsvollen Losungsme-
thoden, nicht nur fliir partielle Differentialgleichungen, sondern
auch fir nichtlineare Aufgaben der mathematischen Physik. Die
Grundgedanken der Gitterpunktmethode sind:

Das Gebiet, in dem man die Losung u sucht, wird mit einem regel-
miBigen Punktegitter iiberzogen, welches aus gleichen, meist
rechteckigen oder quadratischen Zellen besteht (Abb.31).

Die vorliegende partielle Differentialgleichung wird in den
Gitterpunkten durch eine Differenzengleichung ersetzt.

J t o h f—
j+1 *
k
’ e
i-1
X
ic1 1 i i

Abb. 31 Gitterpunktmethode
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Aus dem Differenzenansatz entsteht ein (lineares) Gleichungs-
system, dessen Losung nsherungsweise den jeweiligen Wert der
Funktion u in den einzelnen Gitterpunkten angibt. Vielfach er-
hdlt man eine sehr einfach aufgebaute Rekursionsformel, in der
ein einzelner noch unbekannter u-Wert mehreren bereits bekann-
ten gegeniibersteht. Durch wiederholtes Anwenden dieser Rekur-
sionsformel lassen sich die u-Werte in allen Gitterpunkten fin-
den. Eine solche mechanische Wiederholung gleichartiger. Rechen-
zyklen filhrt aber zu einfachen und kurzen Rechenprogrammen, wie
es Taschenrechner erfordern.

Flir die Glite der Ngherung ist es wichtig, wie der Differential-
quotient durch einen Differenzenquotienten ersetzt wird. MNMan
sollte, wenn mdglich, nur zentrale Differenzenformeln benutzen.
Das sind Formeln, in denen die Tangentenneigung in einem Gitter-
punkt P durch die Steigung der Sehne zwischen zwei benachbarten
Gitterpunkten ersetzt wird (Abb.32). Die richtige Wahl der
Schrittweite h ist, wie bei den gewdhnlichen Differentialglei-
chungen, von zentraler Bedeutung. Der Gitterpunkt P habe die

Koordinaten
x = i'h
t=jk ,

die beiden benachbarten Punkte

x4+ h = (i+1)'h und X =-h = (i=-1)'n
t + k= (j+1) 'k und t - k= (j-1)k
und der Funktionswert im Punkte P sei uy i -

’

u Tangente

P P

:j Sehne
A
h h
X
(i-1)'h i-h (i+1)'h

Abb. 32 Tangente und Sehne bei Zentralformeln
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Dann wird fiir das Gitterpunktverfahren ersetzt
die erste Ableitung

du Yigl,5 T %i-1,j
X 2h

du Vi gt T M, 51

at 7k

mit einem Fehler von der Ordnung h2 bzw. k2 ’

die zweite Ableitung

3% _ Pia1,5 T 2 W5t Ui,
ax2 h2

2 W, . - 2U. - + U, -
0°u  _ i, j+1 i, i, j-1
342 x°

mit einem Fehler von der Ordnung h2 bzw., k2 ’
eine gemischte Ableitung
3%y Uit g6t T %o, get T aa1,5-1 7 %1, 51

ox 0t 4.hk

mit einem Fehler von der Ordnung (h+k)2 .

Schwierigkeiten kdnnen bei der mathematischen Formulierung der
Anfangs- und Randbedingungen auftreten, weil die Zentralformeln
an den Ridndern u-Werte "jenseits" des Anfangs oder des Randes
fordern., Sind diese u-Werte nicht bekamnt, so ersetze man den
Differentialquotienten durch eine "einseitige" Differenzenfor-
mel

du Yie1,9 7 M,5

0x h

du U541 T %,

9t = e .

Dieses ist z.B. der Fall bei der Differentialgleichung vom Typ
"Warmeleitung" und "Stromverdringung".



5. Warmeleitung
51 Problemstellung und Lésungsweg

Die Betrachtung einer geddmpften, zeitlichen Energiestromung in
nur einer Richtung fllhrt auf die Differentialgleichung

9% ou
= a'at . (501)

Thre wichtige technische Anwendung ist die Warmeleitung. Hier
wird u zur Temperaturerhshung, die vom Ort x und der Zeit t ab-
hingt. a ist eine Materialkonstante aus Materialdichte p , spezi-
fische Warmekapazitidt ¢ und Wdrmeleitvermdgen A:

_ L
Y

Beschreibung des Verfahrens

Die. Differentialgleichung wird zundchst durch die Substitution

t = a7 (502)
vereinfacht:

3%y _ du

ax2 - 37' ‘ (503)

Dann ersetzt man, wie im Kapitel 4 Ybeschrieben, die beiden Dif-
ferentialquotienten durch Differenzenquotienten. Meist ist aber
die Temperaturverteilung nur zu Begimn (t = 0) der Wdrmestrdmung
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bekannt, nicht aber auch noch davor. So ersetzen wir du durch

0T

eine "einseitige" Differenzenformel

e PADP Mol PO B 5 P I U0 Ml O
h2

x = 1i'h

T=3Jjk .

Wghlt man die Abmessungen der Gitterzelle h und k nicht unab-
h#éngig voneinander, sondern setzt

k = nn® (5.4)

so ergibt sich in den Gitterpunkten die einfache Beziehung

u =n ( Uy g5 - 20y ) o+ ous .. (5.5)

i,3+1 Fit1, ] ) 1,3 i,]
Diese Rekursionsformel ist eine Gleichung zwischen der unbekann-
ten Temperaturerhthung ui,j+1 im Gitterpunkt i der Zeitzeile j+1
und drei bekamnnten Temperaturerhdhungen aus der Zeitzeile j. Die
Abb. 33 soll die Rekursionsformel veranschaulichen. Der unbe-
kannte u~-Wert ist durch einen leeren Kreis, die bekamnten sind
durch volle Kreise gekennzeichnet. Die wiederholte Anwendung der
Rekursion ergibt die Temperaturerhdhung in allen Gitterpunkten

der Zeitzeile j+1 im betrachteten Gebiet von i = O bis i = 1 ;

le

i+

Abb. 33 Rekursion: Gleichung (5.5)
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Abb.

34 Widrmeleitung

=20
Randwerte
%0, 3
Randwerte
1 = 1 u
1,3
. ui'1yj
Rickruf | _lwu. .
1,J
| i+,
. .
1,3+1 |_1 speichern
nach (5.4) |
Ausgabe
uivj+1
Erhohe
i um 1
nein ja Erhche
3 um 1
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anschlieBend in den Gitterpunkten der Zeitzeile j+2 usw.
Genauere Untersuchungen zeigen aber, daB dieses einfache Verfah-
ren nur damm numerisch stabil bleibt, wenn

n < 0,5

ist. Nur dann schaukeln sich unvermeidbare Rundungsfehler mit zu-
nehmender Rechenlinge nicht auf, sondern bleiben klein oder klin-
gen sogar ab. Andernfalls wiirde die Rechnung sehr schnell zu fal-
schen Ergebnissen fithren. Wghlt man n =-% , so wird der Fehler

filr die Gleichung (5.5) am kleinsten, nimlich von der Ordnung h4!

Programmablaufplan

Der Programmablaufplan (Abb.34) hat einen denkbar einfachen Auf-
bau. Zu Beginn der Rechnung wird die bekannte Temperaturvertei-
lung der Zeitzeile j = 0 eingegeben. Die Temperaturen an den
Rédndern, x = 0 und x = L (i =0 und i = 1), missen fiir alle
kommenden j- Zeilen angebbar sein. Falls sie nicht konstant sind,
erfolgt ihre Berechnung in Unterprogrammen. Die Temperaturerho-
hungen u zweier aufeinanderfolgender j- Zeilen miissen wdhrend
der Rechnung zwischengespeichert werden. Dabei diirfen erst die
Daten der Zeile j+1 die Datenspeicher der Zeile j-1 {iberschrei-
ben.

5.2 Beispiel. Erwarmung der Bremstrommel eines Pkw beim
Anhalten

Die Erwdrmung einer Bremstrommel (Abb.35) soll fiir eine Vollbrem-
sung berechnet werden.

Geht man davon aus, daB die an den Bremsbeldgen erzeugte Warme
radial in die zylindrische Trommel eindringt, so gilt filir die
Temperaturerhshung u angenshert die Differentialgleichung (5.1).
Ferner soll die Trommel die erzeugte Widrme stets aufnehmen kon-
nen. Dieses fiilhrt zu der Randbedingung

9

[+

x =0 - A

= a =q,(1 -%) . (5.6)

Y
™
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Abb., 35 Bremstrommel

q (W/cmz) ist die Leistungsdichte an den Bremsbeldgen, die, wie
die Geschwindigkeit des Wagens, wdhrend der Bremsdauer T linear
mit der Zeit t abnimmt. AuBen, im radialen Abstand x = L , sei

die Temperaturerhshung auf Null abgesunken:

gesetzt.
Die Rechnung erfolgt mit den Zahlenwerten

Gewichtskraft des PkW G = 14 568 N
Geschwindigkeit v = 36 f%
Bremsverzdgerung b= 9 E%
s
Bremstrommel:
Inmendurchmesser D= 28 cm
Breite a = 3 cm
Materialkonstante a = 4,9 —§§
cm
Wirmeleitwert A= 0,67 Wo
cm C

Zundchst errechnen wir die Bremsdauer bis zum Stillstand

T =4 = 4,0 s

(5.7)

(5.8)
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und den Br ems“eg
S = =vT = 12 m .
2

Die kinetische Energie des Wagens ist

dp.? - 1.4 568 .2 _

und die auf ihn wirkende Bremskraft

Poi-2028290_ 1335 o«

Damit betrdgt die Bremsleistung zu Beginn der Bremsung fir alle
vier Bremstrommeln

P, =F-v=13365-36 =481 145 W,

und so erhalten wir bei einer Bremstrommelfldche von

A= mD-d = 263,9 cm?

die anfédngliche Leistungsdichte pro Bremstrommel

_ 481 145 _ w__
9% = 7.263,0 - 455,8

cm2

In x- Richtung widhlen wir ein Gitter mit acht Punkten, bei einer
Schrittweite h = 0,35 cm; fiir n = %— wird dann nach (5.4)

k = 0,0204  cm® .
In der Randbedingung (5.6) wird die erste Ableitung durch eine

Zentralformel ersetzt und die Substitution t = a-7 (7 = j-k)
beriicksichtigt

Y041, 7 Yo-1,i _ %9 g _ajk
2h = -5 =-=)
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Nach u0-1,j aufgeldst, schreibt sich schlieBlich die Randbedin-
gung

2h-q

fo-1,5 % Yo+1,5 * X

-k .
0(1_8.T J)

+ 476,2+(1 - L) .

Yo+1,j 4

j = 40 entspricht der Bremsdauer T =4 s .
Die zweite Randbedingung flir i = 1 und die Anfangsbedingungen
fir + = O sind nach (5.7) und (5.8) u= 0.

3004

200 1

100

Abb. 36 Erwdrmung einer Bremstrommel

Das Ergebnis an der Stelle x = O zeigt die Abb. 36. Hier, an

den Bremsbeldgen, erreicht die Temperaturerhdhung den Hochst-
wert von 330 °¢ nach der halben Bremszeit, d.h. nach zwei Sekun-
den! Am Ende der Bremsperiode ist die Erhchung wieder auf 245 %
abgesunken.,

Der Temperaturverlauf wurde mit dem folgenden Programm auf einem
HP 67 gerechnet, wobei sich die Ausgabe u auf die Stelle x = 0
eschrénkte.



86 5. Warmeleitung

Hauptprogramm Ausgabe Unterprogramme
f. die R&nder
x=0 und x=L

IBL A RCL(i) IBL 2 IBL a

RCL E - RC I 1

1 RCL(1i) 1 RCL E

+ - XEY 1

STO E 6 RTN -

PAUSE : RCL(1i) RCL B

0 RCL(1i) -X- :

ST I + RTN -

GSB a PGS RCL A

STO O STO(4i) X

GSB b GSB 2 RCL 2

STO 9 PTS +

IBL 1 RC I RTN

RCL(i) 8

IS7Z x££y IBL b

ISZ GTO 1 0

RCL(1i) PGS RTN

+ GTO A

DSZ

Das Voranschreiten von j zu j+1 in den Datenspeichern erfolgy
auf einfache Weise durch den jeweiligen Austausch von Primir-
und Sekunddrspeichern: PGS !

Speicherplan
A B C D E I
476,2 40 frei frei  Zihler j Zéhler i
Beginn: O
x=0 x=L

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Zeitzeile j
Uy_1 Yy Ug,q u_q uy
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Zeitzeile j+1

Die Anfangswerte fiir die Zeile j = O nach (5.8) sind in die Spei-
cher 1 bis 9 einzugeben.



6. Wellengleichung

6.1 Problemstellung und Lésungsweg

Ein elastischer Stab der I&dnge L ist an seinem einen Ende fest
eingespammt. Er wird am anderen Ende ein kleines Stiick geléngt
und losgelassen., Mit Ausnahme der Einspannstelle werden damnn al-
le Punkte Schwingungsbewegungen ausfiihren, die in Form einer Wel-
le ldngs des Stabes ablaufen. Die Elastizitédtstheorie liefert fir
die Auslenkung u eines Punktes aus seiner Ruhelage in x- Rich-
tung (Stab-Achse) die Wellengleichung

32 2
o " bz'gtg : e
X
2
2 __m_ =
Aus b = T A m2

mit Masse pro ILingeneinheit m , Elastizitdtsmodul E wund Quer-
schnitt A errechnet sich die Wellengeschwindigkeit fiir elasti-
sche ILdngswellen:

1 m
v = -b s .

Auch die Schwingung einer elastischen Saite, die zwischen zwei
Punkten eingespannt ist, fihrt auf die gleiche partielle Diffe-
rentialgleichung. Jetzt ist aber u die Auslenkung senkrecht zur
Saite und

L2 . om s
S m2

mit dem Saitenzug S .
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Beschreibung des Verfahrens

Die beiden Differentialquotienten in (6.1) werden durch Zentral-

formeln ersetzt:

Uity T 2N,y ety | 2 Mgt T2 Mgt U g
n® K

x = 1i‘h

t = jk .

Die Abmessungen der Gitterzelle h und k sollen wieder nicht un-
abhédngig voneinander sein. Die Beziechung

n = (g)° (6.2)

fihrt zu der Rekursionsformel

= n-(u.

i1, * ui—1,j) + 2'(1'n)ui,j -y o4 (6.3)

ui,j+1
die aber nur fir
n < 1

numerisch stabil ist. Wdhlt man das Gleichheitszeichen, so wird
die Rekursionsformel besonders einfach:

. (6.4)

b P s P I B P I T T B

Dem unbekannten Wert uy j+1 stehen drei bekannte Werte aus der
9

Zeitzeile j und j-1 gegeniiber. Die Abb. 37 soll dieses veran-

schaulichen.

Die Losung u ist eine periodische Funktion. Nach einer gewissen
Anzahl von Zeitschritten jT wiederholen sich die u-Werte, und

die Eigenfrequenz der Schwingung 148t sich errechnen:

1
f = T E Hz . (6.5)
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-1

|
- FFH
|

~

Abb. 37 Rekursion: Gleichung (6.4)

Bei einer Saite schwingen alle Punkte synchron und phasengleich,
d.h. alle Punkte erreichen zur gleichen Zeit ihren Kaximalaus-
schlag und gehen zur gleichen Zeit durch ihre Ruhelage. Dann darf

2
a—% = —w2-u
at

gesetzt werden, und die partielle Differentialgleichung geht in

eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Higen-—
werten iber.

Programmablaufplan

Zu Beginn der Rechnung (Abb.38) werden die Anfangswerte der bei-
den Zeitzeilen j =0 wund j = 1 eingegeben. Diese konnen z.B.
aus "Auslenken" und "Loslassen" bestehen. Eine vorgegebene Aus-
lenkung liefert alle u- Werte der Zeitzeile j = O ; "Loslassen"
bedeutet, daB die Rilckschwinggeschwindigkeit im ersten loment
noch Null ist,

d
Ju _ o,

oder, nach dem Ersatz der Ableitung durch eine Zentralformel,

u

Y, 0+1 i,0-1
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nein

j=1
Randwerte
0,3
Randwerte
i=1 .
u113
i-1,3
Riickruf
=] ui+1,j
i,3-1
. .
1,3+1 - speichern
nach (6.4)
L
Ausgabe
i, 341
Erhche
ium 1
ja Erhdhe

j um 1

Abb, 38 Wellengleichung
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Nimmt man noch die Gleichung (6.4) hinzu, so sind die u- Werte
der Zeitzeile j = 1

u.

1
1173 (apr0 % Wi ) -

i+1,0 i- (6.6)
Die Auslenkungen an den beiden Rdndern x = 0 und x = L missen
fiir alle kommenden j- Zeilen angebbar sein. Die Berechnung kann
in Unterprogrammen erfolgen. Die Auslenkung u zweier aufeinander—
folgender j- Zeilen miissen wdhrend der Rechnung zwischengespei-
chert werden. Dabei darf erst die Zeile j+1 die Zeile j-1 in
den Datenspeichern iiberschreiben.

6.2 Beispiel. Trager mit Rammbar, Kompressionswelle

Ein senkrechter Triger (Abb.39) ist am unteren Ende (x = C) un-
beweglich gelagert. Auf das obere Ende (x = L) f£llt ein Ramm-
biar (Masse M) mit der Geschwindigkeit

Rammbédr und Tréger sollen vom Auftreffmoment an miteinander ver-
bunden bleiben, d.h. Prellerscheinungen finden nicht statt. Fur
die Auslenkung u eines Trigerpunktes aus seiner Ruhelage gilt die
Differentialgleichung (6.71) mit den Randbedingungen

x =0 u =20
x = L a_u___ b2' 3211 . -b2 _ i (6 7)
- T dx T o at2 ’ o  E'A *
und den Anfangsbedingungen
t =0 und x £ L u=0 (6.8)
ou
t =0 und x =1L 3t < - Voo (6.9)

Die Rechnung erfolgt fiir einen vier Meter langen Triger IF I 20

Mlasse pro Lidngeneinheit m = 26,81 -5

E‘A = 7'10
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\I:"l

t
50 100

- 1%

-2}

l— b —etw 0

-11

Abb. 39 Kompressionswelle in einem Trédger
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2
Rammbirmasse M= 25,48 N5
Fallhdhe s = 1,5 m .

Zundchst errechnen wir die Auftreffgeschwindigkeit:

v =Vv29,81-1,5 = 5,42 L |

S

Damm wihlen wir ein Gitter mit acht Punkten in x- Richtung und
einer Schrittweite h = 0,5 m. Das ergibt nach (6.2)

k=hb=0,5]2220 - 9,8.107° s .
In der Randbedingung (6.7) werden die Ableitungen durch Zentral-
formeln ersetzt und k = h-b Deriicksichtigt:

2
e P e 5 IO () B W Ml 9% Bl W0 I
2h T b h2

Die Rekursionsformel (6.4) an der Stelle i = 1

Y1, 541 T Y11, T Va1, T Y, 50 (6.10)

liefert die zweite Gleichung fiir die beiden Unbekannten Uy.1 j
1

und u Nach u . ausgerechnet, schreiben sich die Rand-

1,j+1 ° 1+1,3
bedingungen
A —_ -
(A+'l)ul+1,j =2 Uy gt (A 1)111_1,J
b 2 h m h
A =(To)‘?= a2 = 0,263

und nach (6.6)

Auch in der Anfangsbedingung (6.9) wird die Ableitung durch eine

Zentralformel ersetzt:

Y1041 = %1,0-1
2k

= -V .
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Die Rekursionsformel (6.10) an der Stelle i =
Beachtung, daB fir alle x # I nach (6.8) u

1 1liefert, unter
0 ist,

Y,041 =0+ 0 =Wy o g -

Damit schreiben sich die Anfangswerte der beiden Zeitzeilen

i=0 und i#1 ujo=0 mm (6.11)
i=1 ul,O =0 mm

i=1 und i#£1 u;j 9=0 m (6.12)
i=1 ul,1 = -kv=-0,53 mm.

Die errechnete Schwingung des Trédgers an der Stelle x = I und

39.

den beiden Trigerenden jeweils reflektiert wird. An der Stelle
x =1
damit die Frequenz nach (6.5)

X = %} zeigt die Abb. Es ist das Bild einer Welle, die an

entnehmen wir als Schwingungsweite jT = 39 und finden
f =262 Hz .

Die Rechnung erfolgte auf einem HP 67 mit dem folgenden Programm,
wobei die Ausgabe u sich auf die Stellen x = L/2 und x =L

beschrinkte.

Hauptprogramm Ausgabe Unterprogramme
f. die R&nder
x=0 und x=L

LBL A DSZ IBL 2 IBL a

RCL E PCS RC I 0

1 RCL(1i) 4 RTN

+ - :

STO E STO(1i) FRAC IBL b

PAUSE GSB 2 x#£0 RCL 7

0 PSS RTN RCL A

ST I RC I RC I X

GSB a 8 PAUSE RCL 8

STO 0 x££y RCL(i) +

GSB b GTO 1 -X- RCL 8

STO 9 PGS RTN +

LBL 1 GTO A RCL A

RCL(1) 2

ISZ +

ISZ :

RTN

RCL(i)
+



6.2 Beispiel. Trager mit Rammbdr, Kompressionswelle 95

Das Voranschreiten von Zeile j zu j+1 in den Datenspeichern er-
folgt wieder durch den Austausch von Primir- und Sekunddrspeicher.

Speicherplan
A B C D E I
(A-1) frei frei frei Zghler j Zdhler i
- 0,737 Beginn: 1
x=0 x=L

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Zeitzeile j+1
Yo Uy g 9 Y344
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Zeitzeile j

Die Anfangswerte fiir die Zeile j = O nach (6.11) sind in die
Speicher 10 bis 18 , fiir die Zeile j = 1 nach (6.12) in die Spei-
cher O bis 8 einzugeben.
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7.1 Problemstellung und Lésungsweg

Kabel und Freileitungen der Fernmelde- und Starkstromtechnik
sind Leitungsgebilde von groBer rdumlicher Ausdehnung. Es ist
daher nicht mehr gewdhrleistet, daB in jedem Funkt einer ladnge-
ren Leitungsverbindung zur gleichen Zeit auch der selbe Span-
nungs- und Stromzustand herrscht, wie dieses bei konzentrierten
Schaltungen vorausgesetzt werden kann. Jetzt hat eine zeitliche
Anderung von Spammung und Strom auch eine rdumliche Anderung des
elektrischen Zustandes auf der Leitung zur Folge. So wird die
rdumliche Verteilung des Stromes im Leitungsdraht oder die r&dum-
liche Verteilung der Spannung zwischen Hin- und Riickleitung von
Interesse, besonders bei Spannungsdnderungen am Leitungsanfang.
Die physikalische Betrachtung filhrt auf die beiden "Telegraphen-
gleichungen" fiir die Spannung U und den Strom I:

du 1
- 5x = BRI+ Iyt (7.1)
21 U
- 3x < G0U+Co"a—t— (7.2)
mit
Widerstand der Doppelleitung R Q/km
Induktivitét L, H/ km
Ableitung (Isolierfdhigkeit) G, S/km
Kapazitdt Co F/km .

Die beiden Gleichungen sagen aus, dafB grundsdtzlich jede Span-
nungsverteilung auf der Leitung moglich ist und daB Spannungs-
und Stromverteilung voneinander abhidngen. AuBerdem ist die Ver-
teilung nicht stationdir, sondern es wandern Spannungs- und Strom-

wellen von einem StOrungspunkt aus lédngs der Leitung.
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Flir die weitere Betrachtung setzen wir die Ableitung G°= 0, bei

der heutigen Isolationstechnik eine zuldssige Vereinfachung. Um
die Spannungs- und Stromwelle gleichzeitig rechnen zu konnen,
fihren wir eine libergeordnete Funktion u ein, aus der sich die
Spannung U und der Strom I durch partielle Ableitungen ergeben
sollen:

ou
U= =2 (7.3)

I=- Cdé?% . (7.4)

Fir G = O erfiillen diese Beziehungen (7.2) und iberfithren (7.1)

in die partielle Differentialgleichung einer Wanderwelle:

3%y du 2 3%y
—s = a-= + Db~ (7.5)
3 x? t 942
mit
a = RoCo
2
b :LOCO .

(7.5) beschreibt eine Welle, die l&ngs einer Leitung mit der Wel-
lengeschwindigkeit v = 1/b wandert und dabei eine Ddmpfung er-
fédhrt, die proportional a ist. (7.5) kombiniert die beiden par-
tiellen Differentialgleichungen (5.1) und (6.1).

Beschreibung des Verfahrens

Entsprechend den Ausfilhrungen im Kapitel 6 setzen wir fiir den
Ersatz der Differentialquotienten durch Zentralformeln

X = ih ; t = j'k; k=h-b=hVLC . (7.6)
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ein. Dann gehen (7.3) und (7.4) iber in

Ui,5 = Mie,5 T i1, (7.7
I = (w -w ) (7.8)
1,3 =2, Mi,5-1 7 Vi, 341 .
und (7.5) in
(A+1)wi,j+1 = Wigq,5 f Wicq, gt (A_1)wi,j-1 (7.9)
mit
L
Wellenwiderstand 7 = |=2 Q
o Co
R
h_o
und A =37 . (7.10)
o
In der Rekursionsformel (7.9) stehen dem unbekannten Wert Wi i
9

drei bekamnte Werte aus der Zeitzeile j und j-1 gegeniiber.
Spannungs- und Stromwelle ergeben sich nach (7.7) und (7.8). Die
Abb. 37 veranschaulicht auch die Rekursionsformel der geddmpften
Welle, Die Funktionswerte in der Waagrechten ergeben die Span-
nungswelle, die in der Senkrechten die Stromwelle. Dieser ein-
fache Rechnungsgang erfdhrt leider eine Erschwernis bei der An-
passung an die Randbedingungen. Die Verwendung von Zentralfor-
meln fihrt auf zwei Gleichungen mit 2zwei Unbekamnten. Die erste
Gleichung ist die Rekursionsformel (7.9) fir den Randpunkt, die
zweite Gleichung ist die Randbedingung nach den Gesetzen der
Elektrotechnik. So beschreibt z.B. die Gleichung

R
_ ‘R, = 1.
Y,j = f 10,57 R = B -7 Wy, 521 = Wo, 541) (7.11)
R
L To,;
Yo,;

Abb. 40 Speiseschaltung: Spannung mit Widerstand
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nach Abb. 40 das Einschalten einer Spannung E {iber einen Wider-
stand Ry am Leitungsanfang (i = 0). Die beiden Gleichungen (7.9)

und (7.11) lassen sich entweder nach der Unbekamnten Wo-1, 3
’

(Pall I) oder nach (Fall II) aufldsen.

%o, j+1
Im Pall I ist die Unbekamnte ein Punktionswert jenseits des Ran-
des (i = 0-1). Ist sie ermittelt und gespeichert, so lassen sich
Spannung und Strom auch am Rande, wie in den anderen Gitterpunk-
ten, nach (7.7) und (7.8) errechnen.

Im Fall II wird die Spannung am Leitungsanfang nach (7.11) und
der Strom nach (7.8) bestimmt. Der Rechnungsgang ist etwas um-
stdndlicher.

Bei einem Kondensator am Anfang oder Ende der Leitung gibt es
eine Randbedingungsgleichung in einfacher Form nur fiir den Fall I
und fiir die Zeitzeile j+1 .

Randbedingungsgleichungen

Eine Ubersicht iiber einige Schaltungen an den Leitungsrindern
zeigt Abb. 41 . Die zugehdrigen Gleichungen sind fiir Fall I und
II mit den folgenden Abkiirzungen zusammengestellt:

Q

L R

2 1 1
Q=5 ; r=—o0 . (7.12)

h Lo ’ Zo

s
Q)
= |o

Schaltung a5 Einschalten einer Spannung E

I Wo_1,5 = Yo41,j ~
II (A+1)W0,j+1 = 2'w0+1,j -E + (A"1)W0,j-1
U, .=E

Schaltung a.: Einschalten einer Spannung E iiber Widerstand
und/oder Induktivitdt

I (A+1+r+q)wo_1,j = (A+1—r—q)w0+1’j + (A+1)(2q-w0,j - E) +

+ 2 (r - Aq)wo’j_1
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_— o
32 b2
Z___ g ]
Ry R,
(1I:§ a3 by
Ly L,
o e o
C1 _[UC 8.4 b4 ==0C4
T %
e e

Abb. 41 Randschaltungen: Speise- und Verbraucherseite

II (A+1+r+q)woyj+1 = 2'(WO+1’J- + qWO’J) -E + (A—1+r—Q)wO,j_1

UO,j =E - r(wo’j_1 - wO,j+1) + q(wo’j+1 + Wo 5.1 = 2'W0,j)'

Schaltung 8yt Zuschalten eines geladenen Kondensators

I (A+1)WO-1,j+1 =W 5t Woup 5t (A—1)w0_1’j_1 +
- 2 fw -w + p(w -w ﬂ-
Tep [M0+1,5 7 Mo-1,5 T PMo+2,5 7 Yo,

Die Strom- und Spannungswelle erfordert die Eingabe von w- Werten
fir die Zeitzeile j = -1 und j =0 .
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Fir i > 0 sind die Anfangswerte w dieser Zeitzeilen Null zu set-
zen.
Der erste nach den obigen Gleichungen errechnete Randwert ist

im Fall I wO—1,0’

im Fall II w0,1 .

Nur fiir Schaltung 2, ist der erste Randwert Wo_1.1 * Hier ist die
’

Spannung am Kondensator zusidtzlich negativ einzugeben:

=-U

Y0-1,0-1 = Yo-1,0 = ~ Y¢, *

Schaltung b1: Leitungsende offen

TooWpp1,5 = 29,500 7 M,
IT Wy 541 = W, 4o
Up,j = 2°(wy 5.9 =Wy g 5)-

Schaltung b2: Leitungsende kurzgeschlossen

I Wyi1,5 = W11,

II (A+1)W1,j+1 = 2'wl-1,j + (A'1)Wl,j-1

Schaltung b3: Leitung mit Widerstand und/oder Induktivitidt
belastet

I (A+1-}-r+q)w:|_+1’j = 2'[Q(A+1)Wl,j + (r'AQ)Wl,j-1] +

+ (A+1—r—q)w1_1’j
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11 (A+14+r+q)w g = 2'(W1-1,j + qwl’j) + (A—1+r—q)wl,j_1

1, j+

Up,g = 20wy 5oq = Wy ger) = alwy guq + Wy g5q = 27 4)-

Schaltung b4: Leitung mit Kondensator belastet

.+ (A-T)w

T (AW g 541 = W1 5+ Mo

1+1,3-1 F
_2._[ _ - ]
Tep ["1-1,5 = "1e1,5 * (Mg, 5~ M p)

Programmablaufplan

Den Programmablaufplan fiir den Fall I zeigt die Abb. 42. Er ist
wie der in Abb. 38 aufgebaut. Lediglich die Berechnung von Span-

nung Ui,j und Strom I. ist hinzugekommen.

1,4d
Die Eingabe der Anfangs- und Randwerte wurde bereits bei den
Randwertgleichungen besprochen. Die w- Werte zweier aufeinander-
folgender j- Zeilen miissen wdhrend der Rechnung zwischengespei-
chert werden. Dabei diirfen die Datenspeicher der Zeile j-1 erst
durch die Daten der Zeile j+1 iiberschrieben werden.

Die Anderungen im Programmablaufplan fiir den Fall II sind in der
Abb. 54 enthalten.

7.2 Beispiel. Speisung einer am Ende offenen Leitung Uber eine
Induktivitat

Es soll die Wanderwelle ermittelt werden, die beim Zuschalten ei-
ner Spammung iber eine Induktivitdt entsteht, wenn das Leitungs-
ende offen ist (Abb.43).

Die Leitung habe die folgenden KenngridBen:

Lénge s = 1 km
E = 10 kv
L1 = 40-10—6 H
R, = 16,6 Q/km
L, = 200-107°  H/km
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Eingaben
Start Wi, -1 i=o0
W,
i, 0

Randwerte
wo‘1vj
Randwerte
i=20
w141,
Yi-1,3
Rickruf [_ Wi j
’
wivj”1
Wiiiq
1y04 .- 4speichern
nach (7.9) |
i, nach (7.7)
I ’ . und (708)
i,
Ausgabe
U, .
IlrJ
i,
Erhohe
i um 1
nein ja Erhche
j um 1

Abb. 42 Wanderwelle (Fall I)
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Abb. 43 Speisung einer am Ende offenen Leitung Uber eine
Induktivitédt

Der relativ hohe Widerstand entspricht einem Aluminiumdraht von
2,2 mm Leitungsdurchmesser.

Wir unterteilen die Leitungslédnge in vier Teile. Dieser sehr gro-
be Gitterraster wurde filir einen Vergleich mit Ergebnissen aus dem
Beispiel 9.2 gewshlt. Das ergibt nach (7.6)

n=0,2 Im; k=110"° 5.

Die Geschwindigkeit der Welle errechnet sich zu v = 2,5-105 km/s.
Bei einer I&nge von einem Kilometer hat die Welle das Leitungs-
ende nach einer Zeit von

T = = 410 s

a1
v

erreicht. Flir das Beispiel gelten die Randbedingungsgleichungen
a3 mit r = O

I (A+‘1+q)wo__1’j = (A+1-q)w0+.]’j + (A+1)(2q-wo,j - E) +
- 2-Aq-wo,j_1
A = 0,0415 nach (7.10)
qg=1,6 nach (7.12)
und b1
T Wi, = 27V, 500 7 M1,

Die gerechnete Spanmmungswelle an drei Leitungspunkten zeigt die
Abb. 44. Die Dadmpfung der Welle durch den sehr grofBlen Leitungs-
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ohne Stromverdringung

mit Stromverdrdngung

L | L)
E E
1,5 ¢ 1,51
Leitungsanfang
1,01 1,0+
0,5+ 0,5
1 i
; . T , T
2 4 6 8 2 4 6 8
U
E
Leitungsmitte
1,54
1,0+
0,54
% I
Leitungsende E
1,51 1,54
1,01+ 1,0 4
0,5+ 0,54
] t
e T T-
2 4 3 8 2 4 6 8

Abb. 44 Wanderwelle des Beispiels 7.2

Stromverdringung

ohne und mit
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widerstand macht sich deutlich bemerkbar. Die Spannung am Lei-
tungsende hat einen #hnlichen Verlauf wie die Kompressionswelle
in Abb. 39. In die Abb. 44 sind auch die Ergebnisse des Beispie-
les 9.2 zum Vergleich eingezeichnet.

Die Wanderwelle wurde auf einem HP 67 mit folgendem Programm ge-
rechnet. Die Datenausgabe beschridnkt sich auf Anfang, Mitte und
Ende der Leitung.

Hauptprogramm Ausgabe Unterprogramme
Strom und f. die Rénder
Spannung i=0-1; 1i= 1+1
IBL A RCL A IBL 2 IBL a bd
RCL E 2 RC I 2 PCS
1 + 2 RCL C RCL 1
+ : : x PGS
STO E RCL(1i) FRAC RCL 1 b'd
PAUSE XDy x=0 x -
0 STO(1i) RTN RCL D RCL A
ST I - R} - 2
GSB a PCs xGI RCL A +
STO O GSB 2 PAUSE 2 RCL C
GSB b RC I x0TI + +
STO 6 5 RCL B x :
LBL 1 X £y : LASTX RIN
RCL(1i) GTO 1 -X- RCL C
ISz PCS 1s2 - IBL b
ISZ GTO A RCL(1i) RCL 2 PCS
RCL(1i) DSZ x RCL 5
+ DSZ + RCL 5
DSZ SPACE RCL A +
PQOS RCL(1i) 1 POS
RCL(1i) - + RCL 4
RCL A ISz RCL C -
X -X- x RTN
+ RTN 2
Speicherplan
A B C D E I
(A-1) Z, q E Zghler j  Zdhler i
- 0,9585 50 1,6 10 Begimn: -1
x=0 x=L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Zeitzeile j
Woo1 Yo Wou1 Wy 9 Wy Wq,q frei frei frei

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Zeitzeile j+1



8. Stromverdrangung, Skineffekt

8.1 Problemstellung und Lésungsweg

Eine Wdrmeleitung in x- und y- Richtung fithrt auf die partielle
Differentialgleichung

2% 3%y du
= a°*5= . 8.1

Als Losung wird ein Raum im x y t u - Koordinatensystem gesucht.
Schwierigkeiten entstehen dabei weniger in der Numerik, mehr bei
der bildlichen Darstellung der Ergebnisse.

Neben der Wérmeleitung in dilnnen Platten erlaubt die Gleichung
die Stromverdrdngung (Skineffekt) der Elektrotechnik zu berech-
nen. Nur fir Gleichspannung ist die Stromdichte iiber dem Leiter-
querschnitt konstant. Bei Wechselspannung fithrt die endliche Auf-
bauzeit des elektromagnetischen Feldes im Drahtinnern zur Stdrung
dieser gleichmiBigen Stromverteilung. Im massiven Leiter bilden
sich Wechselstrome aus, die sich dem eigentlichen Leiterstrom
liberlagern und die gleichm#Bige Verteilung aufheben. Der Strom
wird immer mehr aus dem Imnern an die AuBenhaut gedrédngt. Bei
vorgegebener Spannung verkleinert sich der flieBende Strom durch
diese auch als Selbstinduktion bezeichnete Wirkung, welche einer
Widerstandserhdhung gleichkommt., Die Funktion u ist jetzt die
Komponente der elektrischen Feldstdrke E im Drahtinnern, die pa-
rallel zur Leiterachse gerichtet ist. Die Konstante a ist das
Produkt aus elektrischer Leitfdhigkeit K und magnetischer Per-
meabilitdat u:

a = K-'u ., (802)
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Beschreibung des Verfahrens

Das Verfahren aus Kapitel 5 wird in der y- Richtung erweitert.
Zunschst vereinfacht sich die Differentialgleichung durch die
Substitution nach (5.2)

zu

R (6.

Dann werden die drei Differentialquotienten durch Differenzen-
quotienten ersetzt, wobei man fiir -%%— wieder auf eine einseiti-

ge Differenzengleichung zuriickgreift. Mit

y = i'-h (804)

T = jk=j-nh

ergibt sich die Rekursionsformel in den Gitterpunkten

ui,i"j+1 = n.<ui+1vi"j * ui_1yi'9j * uiyi'+11j " (8.5)
FUg e, T AN s g) R
Es stehen der unbekarmnten Feldstdrke u. ., . in der Zeit-
i, i, j+1

schicht j+1 finf bekannte der Zeitschicht j gegeniiber. Die
Rechnung ist filr n < 0,5 numerisch stabil und hat fiir n =-%
den kleinsten Diskretisierungsfehler.

Abb., 45 Zur Randwertbestimmung
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Flir die Bestimmung der Randwerte, der Stromdichte S wund des Lei-
terstromes I bediene man sich der folgenden einfachen Beziehun-
gen:

Die Spannungsdifferenz Uj zwischen zwei um & entfernte Leiter-—

punkte (Abb.45) bestimmt die Feldstirke am Leiterrand

U,
. = - = ‘—a‘ ° o
Ua,i = Pa,j =@ (8.6)

Die Stromdichte S im Leiter findet man aus der Feldstidrke

S = K-u=«K'E |, (8.7)

und den im Leiter flieBenden Strom I erh&dlt man aus der Strom-
dichte durch eine numerische Integration iiber den Drahtquer-
schnitt A (siehe hierzu Abschnitt 8.2)

1= | s a. (8.8)
A
Programmablaufplan

Der Leiter habe einen rechteckigen Querschnitt a:‘b . Zu Beginn
der Rechnung (Abb.46) erfolgt die Eingabe der Feldstdrkenwerte
der Zeitschicht j = 0 (meist gleich Null). Die Berechnung der
Randfeldstédrke ua,j aus der aufgedriickten Leiterspannung nach

(8.6) kann in einem Unterprogramm erfolgen. Ebenfalls die Be-
rechnung des Stromes nach (8.8). Die Feldstirkenwerte zweier auf-
einanderfolgender Zeitschichten j miissen wdhrend der Rechnung
zwischengespeichert werden. Die Daten der Schicht j-1 dilirfen
dabei erst durch die Daten der Schicht j+1 1{iberschrieben werden.

8.2 Ubergang auf Polarkoordinaten

0ft sind technische Probleme fiir Korper von zylindrischer Form
zu losen, z.B. die Stromverdringung in runden Dridhten. Zur Ver-
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©

Ij nach
(8.8)

u

Randwerte
8,y

i-1,i0,5 7 Yie1,1i0, 3
i,a0-1,5 7 Yi,i041,

i,i',3

u
Riickruf _Ju
u,

Ausgabe
J

i

einfachung der Rechnung fitlhrt man damn gerne die Polarkoordinaten

r und ¥ ein:

X = r-cos ¢ (8.9)

r.-siny .

y

Nach dem Ubergang auf Polarkoordinaten schreibt sich die Diffe-

rentialgleichung (8.1)

2
0%u 1.0u 1 . 0%u du
52 T T T T 2 pe2 T %TTE (8.10)
y
r
12
- X

Abb. 47 Polarkoordinaten
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nein

O
&5
g H -
o
3 3
3
& &
12}
| I a g
] g
1
x g
- 0 o -
4+ . [ . (] [J]
e :'gg "l 58 B
H o ﬁ 'ﬁ- o
S (SRR SRt &
&8 S
0
<
L]
8
<

e nein

Aus Symmetriegriinden innerhalb eines Zylinders ist in vielen
technischen Anwendungen die Funktion u unabhingig vom Winkel ¢,

d.he.

Dl
[
n
1]
o

)

und die Gleichung (8.10) vereinfacht sich mit der Substitution
(5.2) zu

32y 1 du ou
2t Tor = o7 - (8.11)

Der Ersatz durch Differenzenquotienten fihrt mit

i-h (8.12)

jok = j-n-h?

H
1]

\‘
il
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zur Rekursionsformel in den Gitterpunkten

1
S50 = [,y t R,y v 2T (g T e y) ¢ (8013)

1
+ (n_2)ui,j] ’
wiederum numerisch stabil fiir n < 0,5 und n =-% als bester

Wert.

Jetzt werden fiir den unbekannten Wert uy nur noch drei be-

s J+1

kannte bendtigt. Dafiir muB aber gewdhrleistet sein, daB im Mit-

telpunkt der Kreisfliche (i = 0) Us 54 endlich bleibt. Die Funk-
’

tion u ist symmetrisch zum Kreismittelpunkt, d.h.

Yo-1,5 = Yo#1,j
oder

l_.(u - u )

2i 0-1,3 0+1,3
Im Kreismittelpunkt schreibt sich damit die Rekursionsformel

1

Uo, 541 = n-[2 ug 5t (4 - 2)u0,j] . (8.14)
Auch die Berechnung der Stromstédrke I aus der Feldstdrke u = E
nach (8.8) vereinfacht sich in Polarkoordinaten. Mit dem Fl&chen-

element

dA = 2-m-r-dr

dr

Abb, 48 TFldchenelement in Polarkoordinaten



8.2 Ubergang auf Polarkoordinaten 13

e

Yo ¥q Yo

Abb. 49 Keplersche FaBregel

geht das Doppelintegral iiber in

a
I-= 2'”""8 E-r-dr,
0

wobei a der AuBenradius der Kreisflidche ist.

Dieses Integral kann numerisch durch ein- oder mehrfachen Ansatz
der Keplerschen FaBregel gelost werden. Diese einfache alte Re-
gel erlaubt ein Integral der Kurve y = f(x) angendhert aus nur
drei Ordinatenwerten zu bestimmen (Abb.49):

+h

S y-dx = l£'(y + 4y, +Y,)
3\ + 4Vt TR

-h

Wir verdanken diese Regel Johannes Kepler (1571 bis 1630). Seine
erfolgreiche numerische Auseinandersetzung mit unlauteren Wein-
héndlern gab dieser Regel ihren Namen 2 .

2) W. Gerlach und M. List, Johamnes Kepler, Minchen 1971
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Eingaben
Start w. j=20
i,0

Randwerte
Ya,
Ausgabe IJ nach
I (8.15)

o, j+1 ,
nach - speichern
(8.14)
1 = 1
Fli"1yj
Ruckruf | _fu. .
1,J
_‘1i+1'j
Ausgabe Ui, j+1 B
w. . nach - --4 speichern
i,3+1 (8.13)

Erhdhe
ium 1

nein ja Erhohe
jum 1 |

Abb. 50 Stromverdridngung, Ubergang auf Polarkoordinaten
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Mit y = E-r ergeben sich nach Kepler fiir I , bei verschieden
feiner Gitterunterteilung, folgende Glci~hungen:

n=% i=0,1,2
T. = KA~(2:E, . + E, .)
J 3 1,3 2,3
h=% ’ i=0,1,2,3,4
1. = KA"l'[l'(E 4+ E, . +E, .) +E ] (8.15)
J 2 13 Y71,j 243 4,3 3,7
n=2 1 6
= 6 H 1 = O, ') 2, 3’ 47 5'

Kreisfldche A = ﬂ'az .

Der Programmablaufplan der Abb. 46 vereinfacht sich zur Abb. 50.

8.3 Beispiel. Stromverdrangung in runden Drahten bei
nichtsinusférmiger Spannung

Es sollen fiir vier Spannungskurven (Abb.51) von gleicher Frequenz
und gleichem Maximalwert die Stromkurven und die Wechselstrom-
widerstdnde eines Kupferdrahtes errechnet werden:

Frequenz f =13 153 Hz
Drahtradius a = 0,33 cm
Leitfshigkeit Kk = 50-10% 1
& - Qcm
Permeabilitdt u = 4.7-1072 .8

cm
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a a
24 24
\/ | |
Kurve 1 Kurve 2
E, Ea
24 . 2 .
J 4 > J

[ \/ I

Kurve 3 Kurve 4

Abb. 51 Spannungskurven zum Beispiel 8.3

Der Spitzenwert der AuBenfeldstédrke soll jeweils

_ .10-° v
(Ea)max - 2,9-10 cm

betragen. Wir unterteilen den Radius in sechs Teile
h = 0,055 cm .

Dann errechnet sich zunfichst, mit 7 nach (8.12), der Substitution
nach (5.2) und bei n = 1/6

wt = 27 fkpnhj = 0,2618-5 ,
d.h. die Spannungskurve hat eine Periodendauer in Zeitschritten

;o 2 _
Ip = 35,2618 = 24 -
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I
A
1 Z=4,74R
24 .
/" =3
//
\‘//
-~
~

Abb. 52 Stromkurven des Beispiels 8.3



118 8. Stromverdringung, Skineffekt

Die Feldstdrke im Drahtimmern errechnet sich nach (8.13) und
(8.14), die sich daraus ergebenden Stromwerte nach (8.15). Das
Ergebnis im eingeschwungenen Zustande (nach j =~ 120) zeigt die
Abb. 52. Der Wechselstromwiderstand Z gegeniiber dem Gleichstrom-
widerstand R ergibt sich aus den Effektivwerten (quadratische
Mittelwerte) von Feldstdrke und Strom:

L (8.16)

Die Stromkurven wurden auf einem HP 67 gerechnet. Im nachfolgen-
den Programm darf jeweils nur eines der Kurvenunterprogramme be-
nutzt werden. Die Datenausgabe beschrdnkt sich auf die Stromstér-
ke I .

Hauptprogramm Unterprogramm Unterprogramme f. Rand r=a
I m. Ausgabe Kurve 1 Kurve 3 Kurve 4

IBL A 2 IBL b IBL a IBL a IBL a

RCL E : RCL 1 RAD RCL E .

1 DSZ RCL 2 RCL E RCL B 5

+ RC I + RCL C : RCL E

STO E : RCL 3 x FRAC RCL B

PAUSE - 3 SIN 4 :

0 RCL(1i) X RTN 1/x FRAC

ST I 4 + x>y X =Y

GSB a b4 RCL 4 Kurve 2 GTO 3 GTO 3

RCL A + + 3 x>y

b4 6 RCL 4 IBL a X GTO 4

STO 6 + RCL E x<y 2

GSB b PCS RCL 5 RCL B GTO 4 b's

RCL O STO(1) 5 : x5y RTN

RCL O RC T b'd FRAC 4 IBL 3

+ 5 + 1 b4 0

RCL 1 x££y 2 0 2 RTN

+ GTO 1 b4 b4 - IBL 4

3 GTO A 3 x =0 CHS 2

: : 5 RTN X

PCS RCL 6 ENTER IBL 4 2

STO © + 5 xOy -

IBL 1 9 X=y3 1 RTN

PCS : 0 -

RCLW RCL D x<y 4

RCL(1i b4 CHS X

ISZ -X- 1 RTN

ISZ RTN b's IBL 3

RCL(1i) 5 0y

+ :

£
»

xOy
RCL(i) RTN
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Das Voranschreiten in den Datenspeichern von j zu j+1 erfolgt
durch einen Austausch der Primdr- und Sekunddrspeicher: PSS .

Speicherplan
A B c D E I
(Ex) max Jp kA Zéhler j  Zéhler i

2,9-107° 24  0,2618 1,711-10° Begim: -1

r=0 r=a
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 Zeitzeile j
Eo,j Ea,j frei

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Zeitzeile j+1



9. Wanderwelle mit Stromverdrangung

9.1 Problemstellung und Lésungsweg

Nach Kapitel 7 ist fiir die Dédmpfung einer Wanderwelle der Wider-
stand der Doppelleitung maBgebend. Im Kapitel 8 wurde gezeigt,
daB bei schnellen zeitlichen Spannungsdinderungen der Skineffekt
eine Erhdhung des Drahtwiderstandes bewirkt. Bei der groBen Ge-
schwindigkeit der Wanderwelle ist ein Stromverdrdngungseffekt auf
der Leitung nicht auszuschlieBen. Seine Auswirkung auf die Welle
soll untersucht werden.

Setzen wir einen runden Drahtquerschnitt voraus, so ergibt die
Zusammenstellung der Gleichungen aus Kapitel 7.1 und 8.2 ein
System von drei partiellen Differentialgleichungen und einer In-
tegralgleichung:

-3 - 2, s LO-% (9.1)
01 0u
“%x = %% (9.2)
32 * T r T T °
a
I-= ZWPK'S E-r-dr. (9.4)
0

In Gleichung (9.1) wurde der ohmsche Spannungsabfall bei Gleich-
strom I-Ro durch 2-Ea ersetzt, wobei Ea die parallel zur ILei-

terachse gerichtete Komponente der elektrischen Feldstédrke an der
Drahtoberfliche (r = a) ist.
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Beschreibung des Verfahrens

Zur Losung des Gleichungssystems mit der Gitterpunktmethode ver-
wenden wir zwei Gitter:

1. In Leitungsrichtung (Wanderwelle)

X =h-1 km
t =k-j s 3 k=h\/LoC°.

2. In radialer Richtung, senkrecht zur Leitung (Stromverdringung)
r=nh'i' cm

T=XkG em®; k' =4(n)? .

Dann ist das Verhdltnis der beiden Zeittakte zueinander

—j— = H- L (9-5)
J' 7‘500-s-R0 VvV L,C,

Leitungslédnge s km
Widerstand der Doppelleitung R/ Q/¥m

Induktivitidt L, H/¥m
Kapazitit c o F/km
Drahtradius a cm .

Der Beiwert H richtet sich nach den gewdhlten Gitterabmessungen.

Beiwert H

h| s S S s S
h' 4 5 3 7 8
a 5 3 7
> 1 7 =T T °?
a 1 5 1
T T TE ‘8’ '% 2
a 1 5 1 7 2
G 9 36 6 36 9
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Die Berechnung der Wanderwelle soll nur wdhrend einer Zeit T nach
dem Zuschalten einer Spannung erfolgen. Gilt fiir diese Zeit

r<d ik,
jl

so ist der Vorgang so kurz, daB das elektromagnetische Feld nur
wenig in den Draht eindringen kann. Die Rekursionsformel fiir das
Gitter in Leitungsrichtung entspricht dann der Gleichung (7.9)

) -
(Af4T)wWs 541 = Wip1, 5 + Wio1,j

"
+ (A 1)wi’j_1 . (9.6)
A wird durch A' ersetzt, weil nicht der volle Drahtquerschnitt
fir die Stromwelle zur Verfiigung steht. Je nach der gewdhlten
Gitterabmessung in radialer Richtung ist

h' =% A' = 3-A
n' =% A' = 6-A
n' =% A' = 9-A
zu setzen mit
>3 2 g (9.7)
A = —— R = km . 9.7
2 Zo ’ o K”a2

Die Wanderwelle mit Stromverdringung wird dann weiter nach Kapi-
tel 7 gerechnet.
Ist dagegen

T>—j—:k ’
j'

so dringt das elektromagnetische Feld mehr und mehr in das Draht-
innere ein. Die Welle 148t sich dann mit einem Taschenrechner auf
folgende Weise rechnen.

Wegen der begrenzten Anzahl von Datenspeichern verwenden wir zwei
grobe Gitterraster

h =

»la
A
U}

N
o
=]
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Damit sind 19 Datenspeicher belegt: je finf fiir die Funktions-

werte w. und w.

i,3 1,5+ im Wanderwellengitter und drei mal drei
’ ’

fiir die Feldstédrken im Stromverdrdngungsgitter EO » B4y Ea der

Zeitzeile j' an den drei Leitungspunkten i = 1, 2, 3 (ADbb.53).
An den R&ndern i = 0 und i = 4 werden die Feldstédrken im Draht-
immern Null gesetzt. Diese Vereinfachung erlaubt die Benutzung
der Randbedingungsgleichungen aus Kapitel 7. Weitere Datenspei-
cher lassen sich bei Verwendung der Gleichungen II einsparen.
Das Zeittaktverh#dltnis (9.5) wird auf die nichste ganze Zahl ge-
rundet.

Bei der vorgesehenen geringen radialen Unterteilung im Strom-
verdringungsgitter sind im Drahtinnern nur zwei Feldstdrken zu
berechnen. Hierzu ersetzen wir die Gleichung (9.3) durch die Re-
kursionsformel (8.13) bzw. (8.14). Mit u gleich der Feldstidrke E
und n = 1/6 1lassen sich dann beide Feldstdrken fiir die Zeit-
zeile Jj' an einem beliebigen Leitungspunkt i angeben:

1.4, .
h-E =3 (h }31’i,j,__1 + 2h EO,i,j'—‘l) (9.8)

0,1,j'
n-E =1l n-E + 8h-E ) + b-E

1’irj' 4 3 Oyi;j'-1 1’iyj'_1 ayi’j""] )
Als nichstes stellen wir die Gleichung (9.1) nach 2-Ea um und

filhren die iibergeordnete Funktion u , Gleichung (7.3) und (7.4),
ein:

2 2
0u d°u
2E, = - —% + LC.- . (9.9)
a axz o’o at2
r= 0 [ ] ° ° EO,i,j'
Stromverdringungs- Ei . .
gitter ¢ e Tyis]
r= a L] [ ) ° Ea,i,j'
i= 0 1 2 3 4
e o o o o ¥ 5
Wanderwellengitter

x= 0 s

Abb. 53 Datenspeicher-Gitter flir Wanderwelle
mit Stromverdringung
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I
0,3
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nach (7.8)

Nach dem Ersatz der Differentialquotienten durch Zentralformeln
und der zusidtzlichen Abkiirzung

geht (9.9) iiber in

+Wi_1,j) . (9010)

h-E g+ W oo g = (W,

ayi, i = "i,j+ i,3- i+1,]
AnschlieBend wird in der Gleichung (9.4) der Strom I durch (7.8)
ersetzt, das Integral iiber die Keplersche FaBregel nach (8.15)

ausgedriickt:
1

1. -21..
Zo(wilj'1 - wi9j+1) - Ro3 (2 E1,ivj' * aniyj') :

(9.11)
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Aus den beiden Gleichungen (9.10) und (9.11) lassen sich nun an-
geben:

der Randwert im Stromverdridngungsgitter an einem beliebigen Lei-
tungspunkt i

(3A+1)n-E = 3A-(2-wi,j_1 - (Wi+1,j + wi—1,j)) + (9.12)

a,i,J'

T B,
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und die Rekursionsformel fiir das Wanderwellengitter

(3A+1)wy g = Wypq g+ Wy_q 5+ (3A=T)wy 4 4 = 20-Bq 5 40 (9.13)

mit A nach (9.7) .
Nun steht der Berechnung der Spannungs- und Stromwelle nach den

Gleichungen (7.7) und (7.8) aus den Werten w , wie im Kapitel 7
beschrieben, nichts mehr im Wege.

Programmablaufplan

Der Programmablaufplan (Abb.54) ist eine Erweiterung der Abb.42.
Zu Beginn der Rechnung muB das Zeittaktverhdltnis (9.5) als eine
ganze Zahl eingegeben werden., Fiir die Anfangswerte sei auf Kapi-
tel 7 verwiesen. Im Rhythmus des Zeittakbtverh#ltnisses werden die
inneren Feldstdrken EO und E1 in den Leitungspunkten i = 1, 2,
3 nach (9.8) neu berechnet. Der weitere Ablauf entspricht der
Abb. 42 , mit Anderungen fiir die Randbedingungsgleichungen des
Falles II. Die w- Werte zweier aufeinanderfolgender j- Zeilen
miissen zwischengespeichert werden. Die Datenspeicher der Zeile
j-1 diirfen erst durch die Daten der Zeile j+1 {iberschrieben

werden.

9.2 Beispiel. EinfluB der Stromverdrangung auf das Beispiel 7.2

Das Beispiel 7.2 soll unter Berlicksichtigung der Stromverdrin-
gung gerechnet werden. Fir

h=‘2“; h'=%
ist das Zeittaktverhdltnis

i:z-
jl
Wir benutzen ferner die Randbedingungsgleichungen ay mit r =0
und by in der Form II.
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Die gerechnete Spannungswelle am Anfang, Mitte und Ende der Lei-
tung ist zum Vergleich in die Abb. 44 eingezeichnet. Die Zunahme
der Dampfung durch den erhdhten Leitungswiderstand infolge der
Stromverdridngung ist nicht zu iibersehen.

Die Kurven wurden auf einem HP 67 mit dem folgenden Programm ge—
rechnet

Hauptprogramm Ausgabe Unterpro- Unterprogramme
Strom, gramm f. die Rinder
Spannung EO i By i=03; i=4

IBL A DSZ LASTX IBL O IBL ¢ IBL a RCL 1

9 STO 7 RCL A RC I POS RCL 2 -

ST I - R 2 RCL(1i) RCL 2 RTN

RCL E GSB 3 bd : DSZ +

1 GSB b IASTX PAUSE 3 RCL D

+ ILBL 4 Ré¢ R STO: (1) RCL 0 IBL b

STO E RCL(1i) + RCL B RCL(4i) 2 RCL 9

PAUSE ISZ x0y : 8 x RCL 6

2 RCL(1i) PGS -X- STO0x(1i) RCL C -

: xCy ISz R XDy b4 2

FRAC STO(1) ISZ -X- Rt - X

X = xQy IS7 RTN STo+(i) - 0

GSB ¢ DSZ RTN IBL 3 DSZ LASTX GSB 0

0 SPACE IBL 2 RC I 3 0V RTN

ST I STO(1i) STO(i) 2 STO0: (1) RCL A

GSB a RC I CL X : RCL(1) RCL C

GSB O DSZ RCL A PAUSE STO+(1) -

ISZ DSZ 1 Ry Rt RCL 1

ISz X £0 + RCL B STO+(1i) x

GSB 1 GTO 4 STox(1i) : Ry +

GSB 2 GTO A Ry -X- ISZ RCL A

STO 3 IBL 1 DSZ DSz STO+(1) 2

- ISZ RCL(1i) DSZ 4 +

GSB 3 RCL(i 2 SPACE STo:(i) RCL C

GSB 1 RCL(i x RCL(4) FC +

ISZ RCL(i ISZ CHS DSZ :

GSB 2 + sTo-(i) xQ1I DSZ RCL 1

DSZ IS% - 4 GTO ¢ Rf

STO 5 RCL(1i) RCL A + RTN RCL 1

- xC1I 2 xC RS

GSB 3 4 + RCL(4i) STO 1

GSB 1 - STO: (1) + +

1Sz xGI : -X- RCL C

ISz RCL(i) PCS RTN x

GSB 2 + DSZ +

DSZ - RTN Rt

Das Zeittaktverhdltnis ist der Programmschritt Nr. 9. Beim Vor-
anschreiten von der Zeitzeile j zu j+1 miissen die Datenspeicher
im Wanderwellengitter umgesetzt werden. Wegen der besonderen
Aufteilung der Datenspeicher auf zwei Gittersysteme erfolgt
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dieses in einem Unterprogramm: Schritt Nr. 42 ©bis 56. Das Pro-
gramm enthdlt gelegentlich den Leerbefehl "SPACE", um einen
Sprung nach DSZ auszugleichen.

Speicherplan
A B C D E I
(3a-1) Z, q E Zshler j  Zshler i
- 0,8755 50 1,6 10 Beginn: -1

Die iibrige Speichereinteilung entspricht der Abb. 53

11 14 17
12 15 18
13 16 19

0 2 4 6 8
1 3 5 T 9



10. Membranschwingung

10.1 Problemstellung und Lésungsweg

Eine am Rande eingespannte, diinne, elastische Haut (Membran) un-
terliege einem einseitigen Druck. Sie wolbt sich aus, d.h. die
einzelnen Membranpunkte erfashren eine Auslenkung u(x,y) . Wird
die Membran plotzlich entlastet, so schwingt sie zurlick. Der
zeitliche Verlauf dieser Schwingung ist gesucht.

Die Fragestellung fithrt auf die in der y- Richtung erweiterte
Wellengleichung

2 2 2
Lu o, 2w 221 (10.1)
ox ay 0t

mit Dichte p und Spannung der Membran o:
2
2 _ p S
b = 5 ? .

Beschreibung des Verfahrens

Mit
x = i‘h
y=4i'h (10.2)
t = j-k

werden die Differentialquotienten in der Gleichung (10.1) durch
Zentralformeln ersetzt. Die Abmessungen der Gitterzelle h und k
sollen dabei nicht unabhingig voneinander sein. Die Beziehung

n = (%)2 (10.3)
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fihrt auf die Rekursionsformel

= n-(u, + +u ) +

H,10, 541 e A ST I TR AR PS e PE AR

+ 2:(1 - 2n)u. . (10.4)

i,i',3 T M,it, -1
Die Rechnung ist fiir (1 - 2n) > 0 numerisch stabil. Wihlt man
das Gleichheitszeichen, d.h. n = 1/2 , so vereinfacht sich die
Rekursion:

) +

+ + u

1
uiri"j""l = E.(ui+1’i'vj ui_1vi'yj * ui,i'+11j i,i'-1,]

-u . (10.5)

1,17, -1

Die Losung ist eine unharmonische Schwingung.

Programmablaufplan

Die Membran habe einen rechteckigen Querschnitt a-b . Zu Beginn
der Rechnung (Abb.55) missen die Anfangswerte der beiden Zeit-
schichten j = 0 und j =1 eingegeben werden. Wie im Kapitel 6
beschrieben, lassen sich die Werte durch "Auslenken" und "Los-
lassen" finden. Um die Auslenkung u der einzelnen Membranpunkte
fir die Zeitschicht j = 0 zu erhalten, setzen wir die Membran
unter einem einseitigen Druck p . Die Ldsung der Poissonschen
Differentialgleichung fiir diesen Fall nach Kapitel 11 ergibt
die gesuchten u- Werte. Entlasten wir die Membran zur Zeit t = O,
so ist die Rilckschwing-Geschwindigkeit aller Punkte im ersten
Moment noch Null. Dann ergeben sich, wie im Kapitel 6 beschrie-
ben, die u- Werte der Zeitschicht j = 1 zu

]
Ui,i0,1 =3 (i 50,0t M1 50,0 F By 50e1,0 * i,i0-1,0)¢
(10.6)

Im weiteren Rechnungsablauf sind alle Randwerte Null zu setzen,
weil die Membran an den Réndern eingespamnt ist. Die u- Werte
zweier aufeinanderfolgender j- Schichten werden zwischengespei-
chert. Die Datenspeicher der Schicht j-1 diirfen dabei erst durch
die Daten der Schicht j+1 iiberschrieben werden.
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e EAPEAF LR EAPEARY
Ruckruf -4 ui,i'—1,j H ui,i'+1,j
| %4,i0,3-1
W oy s B
i, i +1
1l -—4 speichern
nach
(10.5) _
Ausgabe | | ui,i',j+1
Erhohe
ium1
nein
ja
Erhodhe
i' um 1

nein ja Erhdhe
® -

Abb. 55 Membranschwingung
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10.2 Ubergang auf Polarkoordinaten

Ist die Membran kreisfdrmig, so iiberfilhren wir die Differential-
gleichung nach Abschnitt 8.2 in Polarkoordinaten:

2 2
3%u %3_11_ s, L.0%u _ ,2 3% (10.7)

arz r I'2 a¢2 - a_bz

Bei gleichmidBiger Belastung der Membran bleibt u unabhingig von
¢ oder

r=1i-h
t =3k (10.8)
- ()

zu der neuen Rekursion

U 41 = n-[ui+1,j Uy g g+ %E'(ui+1,j" ui-1,j)] + (10.9)

+ 2'(‘I—n)u.j_’j - Yy o5oq

Diese ist numerisch stabil fiir (1-n) > 0 . Fiir n = 1 erhdlt man

1
u Uy g gt Ezﬂ(u.

1,341 7 a5t i, 41,5 7 %in1,3) T By, 5ere (10:10)

Die Auslenkung u muB im Kreismittelpunkt (i = 0) endlich bleiben.
Dazu ist

Yo41,5 ~ Yo-1,5 = ©

erforderlich, und wir erhalten im Kreismittelpunkt die Rekursion

U, 41 = 2-u1,j =Yy, 5o1 - (10.11)
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Eingaben
i,0

i1

u'O,j+1
nach
(10.11)

Ausgabe
Yo, j+1

Erhdhe
j um 1

Riickruf

Ui, 541

nach
(10.10)

F-1 Yie1, 5

Ausgabe

ui,j+1

Erhche
ium 1

nein

——O

speichern

speichern

Abb. 56 Membranschwingung, Ubergang auf Polarkoordinaten
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Der Programmablaufplan vereinfacht sich zur Abb. 56. Bei einem
gleichmdBigen Druck auf eine Membran vom AuBenradius a ergeben
sich die u- Werte fiir die Zeitzeile j = O zu

u = c-(a2 - r2) (10.12)

und bei plétzlicher Entlastung fiir die Zeitzeile j = 1

1 1
vy, = 2'[“i+1,o * 59,0 * 21 (Wi41,0 - u1-1,0)] (10.13)
und im Kreismittelpunkt

uO,1 = u1,o . (10014)

10.3 Beispiel. Schwingung einer quadratischen Membran

Die Schwingung einer quadratischen Membran, Kantenldnge a = 6 cm,

b= 2,4-10—3 s/cm , soll berechnet werden. Wir unterteilen die
Kante in sechs Teile. h = 1 cm ergibt nach (10.3) fiir n = 1/2

k = 1,7-10_3 s . Eine quadratische Membran ist symmetrisch zum

Achsenkreuz, so daB es geniigt, die Rechnung fiir einen Quadranten
auszufithren. Dieses erfordert neun Datenspeicher pro Zeitschicht
(Abb.57). Dann miissen noch die Auslenkungen u der Zeitschichten

y

Abb. 57 Datenspeicher-Gitter bei einer quadratischen Membran
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j =0 uwnd j =1 Dbestimmt werden. Hierbei sind wir in der Wahl
des Auslenkungsdruckes frei., Mit dem Wert
- _B2_ _ 1
f(x,y) = do 0,039 om
und einer Genauigkeitsschranke von drei Stellen nach dem Komma

ergibt das Gleichungssystem (11.4) folgende u- Werte fiir die
Zeitschicht j = O in mm:

- 0,597 - 0,545 - 0,370
- 0,908 - 0,824 - 0,545
- 1,003 =-0,908 - 0,597 .

Die Entlastung nach Gleichung (10.6) liefert die u- Werte fiir
die Zeitschicht j = 1 in mm:

- 0,499 - 0,448 - 0,272
- 0,812  -0,727 - 0,448
- 0,908 -0,812 - 0,499 .
u
mm
1,04
0,5+
10 20
1 t - J
- 0,5¢
- 1,01

Abb. 58 Schwingung des Membranmittelpunktes
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Damit kann die Schwingung nach (10.5) gerechnet werden. Das Er-
gebnis fiir den Membranmittelpunkt zeigt die Abb. 58. Als Schwin-
gungszeit entnehmen wir jT = 12 Zeitschritte und erhalten damit

die Frequenz nach (6.5) zu f = 49 Hz .

Gerechnet wurde auf einem HP 67. Die Ausgabe im Hauptprogramm
beschrénkte sich auf die Werte fir den Membranmittelpunkt. Es
ist aber nicht ohne Reiz, auch die Schwingungen der anderen Git-
terpunkte mit in die Betrachtung einzubeziehen.

Hauptprogramm Belastung Entlas}l:ung
i=0 j=

IBL A RCL 8 IBL B RCL 4 IBL C RCL 9

RCL E 0 RCL 2 GSB 6 1 RCL 7

1 RCL 4 RCL 2 STO 7 1 0

+ GSB 1 + RCL 9 ST I RCL 5

STO E RCL 9 RCL 4 + RCL 2 GSB O

PAUSE RCL 7 RCL 4 0 RCL 2 0

1 0 GSB 6 RCL 5 RCL 4 RCL 8

ST I RCL 5 STO 1 GSB 6 RCL 4 0

RCL 2 GSB 1 RCL 3 STO 8 GSB O RCL 6

RCL 2 0 + 0 RCL 3 GSB O

RCL 4 RCL 8 RCL 5 RCL 6 RCL 1 PCS

RCL 4 0 RCL 5 GSB 6 RCL 5 RTN

GSB 1 RCL 6 GSB 6 RCL 9 RCL 5

RCL 3 GSB 1 STO 2 xCy GSB 0 IBL O

RCL 1 PCS RCL 6 STO 9 0 +

RCL 5 GTO A RCL 6 - RCL 2 +

RCL 5 IBL 1 GSB 6 RND RCL 6 +

GSB 1 + STO 3 X #£0 RCL 6 4

0 + RCL 5 GTO B GSB O :

RCL 2 + RCL 5 RTN RCL 5 STO(1i)

RCL 6 2 + RCL 5 ISz

RCL 6 : RCL 7 IBL 6 RCL 7 RTN

GSB 1 POS RCL 1 + RCL 1

RCL 5 RCL(1i) GSB 6 + GSB 0O

RCL 5 - STO 4 RCL A RCL 6

RCL 7 STO(1i) RCL 6 RCL D RCL 4

RCL 1 GSB 2 + b 4 RCL 8

GSB 1 ISz RCL 8 - RCL 2

RCL 6 PLS RCL 2 4 GSB O

RCL 4 RTN GSB 6 : 0

RCL 8 IBL 2 STO 5 RTN RCL 5

RCL 2 RC I RCL 9 RCL 9

GSB 1 1 RCL 3 RCL 3

0 x£y GSB 6 GSB O

RCL 5 RTN STO 6 RCL 8

RCL 9 PAUSE RCL 8 RCL 8

RCL 3 RCL(i) RCL 8 0

GSB 1 -X- + RCL 4

RCL 8 RTN 0 GSB O

Das Voranschreiten von j zu j+1 in den Datenspeichern erfolgt
durch den Austausch der Primdr- und Sekunddrspeicher: PTS .
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Speicherplan
A B c D E I
frei frei n?  Zshler j  Zthler i,i
0,39 1 Beginn: 1

Die iibrige Speichereinteilung entspricht der Abb. 57.

Zeitschicht j Zeitschicht j+1
T 8 9 17 18 19
4 5 6 14 15 16
1 2 3 11 12 13

Der Membranmittelpunkt ist der Datenspeicher 1 bzw, 11 .
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111  Problemstellung und Lésungsweg

Die Differentialgleichung der Wadrmeleitung in einer diinnen Platte
wurde im Kapitel 8 vorgestellt:

2 2
0u 0 “u 0
oo T 8%

[+

Es wird der Platte eine Temperaturverteilung u am Rande aufge-
drickt. Nach einer gewissen Zeit hat sich im Imnern eine statio-
ndre Temperaturverteilung eingestellt, die Ableitung nach der
Zeit ist zu Null geworden:

2
07u 2u _ g (11.1)

Die Betrachtung auch anderer stationdrer Felder mit einem Poten-—
tial u filhrt auf die Gleichung (11.1), die den Namen Potential-
gleichung erhalten hat. Sie gilt aber nur, wenn im Innern der
Flatte keine Wdrme erzeugt oder abgefithrt wird. Gibt es im Innern
einen WarmefluB, so ist die rechte Seite der Gleichung nicht mehr
Null:

2 2
0%u ——8‘21 = f(x,y) . (11.2)

dx° oy

Die Funktion f(x,y) driickt dann den stationdren WdrmefluB in den
Plattenpunkten aus. Die um f(x,y) erweiterte Potentialgleichung
heiBt Poissonsche Differentialgleichung. Beide Gleichungen spie-
len in vielen Anwendungsgebieten eine fundamentale Rolle. So
fihrt die Druckbelastung einer Membran ebenfalls auf die Glei-
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chung (11.2). Mit dem Druck p, der Membrandicke d, der Spannung o
ist

f(x,y) = - E?

und u(x,y) die Auslenkung der Membranpunkte.
Fiir eine kreisrunde Umrandung schreibt sich (11.2) in Polarkoor-
dinaten

]
[+

|

3?2 1.0
T 2

2

1 0°u

b —— = f(r gp) . (11.3)
ar2 r? oy '

SV
H

Ist u unabhBngig von ¢ , so geht die partielle in eine gewdhn-
liche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Randwerten iiber.

Beschreibung des Verfahrens

Es geniigt, die Poissonsche Differentialgleichung zu behandeln,
weil die Potentialgleichung in ihr als Sonderfall mit f(x,y) = O
enthalten ist. Die Differentialquotienten werden durch Zentral-
formeln ersetzt. Die Abmessungen der Gitterzelle h und k sollen
von einander unabhingig wdhlbar sein, Mit

X = i'h
y=13k
erhdlt man eine Gleichung fir uy j im Gitterpunkt i, j:
’
(2, .2 _ 2 2
2-(h°+ k )ui,j =k (ui+1,j + ui—1,j) +h (ui,j+1 + ui,j—1) +
- n%%%8(x,y) . (11.4)

Die Abb. 59 soll diese Gleichung veranschaulichen. Der u- Wert
der linken Seite ist durch einen leeren Kreis, die u- Werte der
rechten Seite sind durch volle Kreise gekemnzeichnet.

Schreibt man die Gleichungen fiir alle Gitterpunkte i,j unterein-

ander, indem man jeweils einen anderen uy ™ Wert auf der linken
b4

Seite hat, so ergeben sich n Gleichungen mit n Unbekannten. Die
Anzahl der Gitterpunkte im Immern des Gitters ist gleich n. Die
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j\y

|

Abb. 59 Zur Gleichung (11.4)

Funktionswerte u in den Rand-Gitterpunkten und die Funktion
f(x,y) sind nach Voraussetzung gegeben.

Ein solches umfangreiches Gleichungssystem 188t sich auf einem
Taschenrechner nur durch ein Iterationsverfahren 1losen. Wegen
seines einfachen Aufbaues bietet sich das Einzelschrittverfahren
nach GauB-Seidel an.

Auf den linken Seiten des Gleichungssystems steht jeweils eine
andere Unbekannte u. Der Startwert fiir alle Unbekannten ist Null.
Mit den vorhandenen Zahlenwerten in den Rand-Gitterpunkten werden
fiir die einzelnen Unbekamnten Ndherungswerte, Gleichung hinter
Gleichung, ermittelt. Hierbei sind stets die neusten Ndherungs-—
werte in die nachfolgenden Gleichungen einzusetzen. Ist man auf
diesem Wege bei der letzten Gleichung des Systems angekommen, so
beginnt die Rechnung mit der ersten wieder von vorne. Die Rech-
nung ist beendet, wenn sich, gemessen an einer Genauigkeitsschran-
ke, die Zahlenwerte der Unbekannten nicht mehr &dndern.

Eine schnelle Konvergenz dieses einfachen Iterationsverfahrens
ist nicht bei jedem Gleichungssystem gewdhrleistet. Erforderlich
sind wenige Unbekannte pro Gleichung und ein Uberwiegen des Koef-
fizienten auf der linken Seite gegeniiber denen auf der rechten.
Dieses trifft bei dem vorliegenden Gleichungssystem (11.4) zu,
wenn nicht zu viele Gitterpunkte weit ab vom Rande liegen. Als
MaB zur Beendigung der Rechnung kann man den u- Wert der letzten
Gleichung wdhlen. Erreicht der Unterschied aus zwei aufeinander-
folgender Iterationen

) o= (us ) (11.5)

m+1

A= (ui, m

J i,
eine vorgegebene Genauigkeitsschranke, so wird die Rechnung be-

endet.
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Eingaben

h, k

— 7 Randwerte

——O

j=n

——0

i 1

nein

Hi-1,5 7 Y1,

Rickruf [ _
Uy, 5-1 3 Y5541
Entfdllt bei
5,5 -1 Potential-
gleichung
Y, 3
nach - - - speichern
(11.4)
Erhche
ium1
ja Erhohe
j um 1

° nein

A nach

(11.5)

Abb.

60 Poissonsche- und

Potentialgleichung
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Programmablaufplan

Das Gitter habe die Abmessung a-:b . Zu Beginn der Rechnung
(Abb.60) werden die Werte u an den vier Riéndern sowie h und k
eingegeben. Bei der Poissonschen Differentialgleichung kann
die Funktion fi,j in den einzelnen Gitterpunkten in einem Un-

terprogramm gerechnet werden. Bei der Potentialgleichung ent-
f411lt dieses. Wdhrend jedes Iterationsdurchlaufes iiberschreiben
die neuen Ngherungswerte sofort die alten in den entsprechenden
Datenspeichern, mit Ausnshme des letzten Gitterpunktes. Hier wird
zundchst der Unterschied nach (11.5) festgestellt und mit der Ge-
nauigkeitsschranke verglichen.

11.2 Beispiel. Temperaturverteilung in einem Wohnraum im Winter

Ein Beispiel fiir die Poissonsche Differentialgleichung war die
Auswdlbung einer Membran innerhalb des Beispieles 10.3. Als Bei-
spiel fiir die Potentialgleichung soll der EinfluB einer dilnnen
Balkontiir auf die Temperaturverteilung in einem geheizten Wohn-
raum ermittelt werden. Bekannt sind die Randtemperaturen, der
niedrigste Wert an der Balkontiir, der hdchste an der Heizung.
Auch weitere Gegebenheiten, wie Schornstein und Kiiche, werden in
die Uberlegungen einbezogen.

Das Zimmer wird mit einem Gitter aus quadratischen Zellen iiber-
zogen. Ohne die Rdnder hat es 18 Punkte (Abb.61). Fir h = k und
f(x,y) = 0 vereinfacht sich (11.4)

+ u +

AT Il PRI I F I I P P R
Gerechnet wird das System aus 18 Gleichungen nach dem beschrie-
benen Iterationsverfahren mit einer Genauigkeitsschranke von
zwei Stellen nach dem Komma. Das Ergebnis ist in Abb. 61 festge-
halten. Die kalte Balkontiir macht sich im Zimmer nur wenig be-
merkbar, Daflir ist der Warmestau in der Zimmerecke an der Hei-
zung nicht zu libersehen. Der Einbau eines Thermostaten an dieser

Stelle ist nicht empfehlenswert.
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26 20 20 20 20

Schornstein
23 32
Kiiche Heizung
23 32
20 * 19
Flur J Balkon
20 9

20 20 20 20

23,0 21,4 21,2 22,0 24,7

21,8 21,2 21,3 22,2 24,8

20,5 20,6 20,7 20,4

20,1 20,1 19,5 17,2

Abb. 61 Datenspeicher-Gitter und Temperaturverteilung
des Beispiels 11.2

Gerechnet wurde die Temperaturverteilung auf einem HP 67 mit dem

folgenden Iterationsprogramm fiir 18 Gleichungen mit 18 Unbekann-

ten. Die Genauigkeitsschranke entspricht dem Anzeigeformat.
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ILBL A GSB 1
RCL 2 STO 4
RCL B
+ PCS
RCL A RCL 2
RCL 8 PCS
GSB 1 +
STO 1 RCL A
RCL 6
RCL 3 GSB 1
+ STO 5
RCL 7
RCL A RCL 7
GSB 1 +
STO 2 PTs
RCL 1
RCL 4 pQs
+ RCL 3
RCL 6 GSB 1
RCL A STO 6
GSB 1
STO 3 RCL 8
+
RCL A PCS
+ RCL O
RCL 5 PQOs
RCL A RCL 2
Speicherplan
A
Randwerte 20

Die iibrige Speichereinteilung entspricht der Abb. 61.
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12. Das Rechteckgitter mit beliebig
geformten Randern

12.1 Problemstellung und L&sungsweg

Flir die Berechnung partieller Differentialgleichungen vom Typ
Stromverdrdngung, Membranschwingung oder Potentialgleichung
wurden zundchst rechteckige Randbegrenzungen angenommen. Bei
kreisformigen Grenzkurven blieben dann die Differentialglei-
chungen durch den Ubergang auf Polarkoordinaten fiir Taschen-
rechner losbar. Aber auch die Weiterung auf beliebig geformte
Rénder 14Bt sich mit Taschenrecanern noch bearbeiten, weil die
Gitterpunktmethode mit relativ kurzen Programmen auskommt.

Randkurve
y
i 1.1
Us
s-k
J > | O— = x
t ‘N
k h
j_‘l l Ve O
i-1 i

Abb. 62 Randkurve mit Rechteckgitter

Hierzu betrachten wir eine beliebige Randkurve, die eine Zel-
le des Rechteckgitters durchschneidet (Abb.62). Die gegebenen
Randwerte an den Schnittpunkten sind u. und Ug . Die Gitterab-
stdnde im Punkt i, ] sind zur Randkurve hin verkiirzt
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in x-Richtung: r-<h o<r <1
in y-Richtung: s-k [0]

Auch fiir diese einseitig verkiirzten Gitterabstédnde lassen sich
Differenzenquotienten angeben. Der Ansatz der Taylor-Reihe links
und rechts vom Punkt i,j ergibt zwei Gleichungen mit den parti-
ellen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung

2
i - - ou . 1,.22097u ., ,
u(ih+rh) = Up=uy g rh'ax +%7°h 2 +
u(ih-h) = u - w, . - pdu +1.h2.ﬁ+ .
BT M, T T,y T e T I T2

Aus ihnen errechnen sich die Zentralformeln fir einseitig ver-
kiirzte Gitterabstédnde:

Ju 1 1 YUr ui i
ax = H'[ﬂ?(r— - I"ui-uj) - (or)-=id]
analog (12.1)
ou _ 1.1 (¥ B,
oy = ﬂﬁ;(? - S'ui,j—1) - (1-2)- 241

mit einem Fehler von der Ordnung h2 bzw. k2 B

3%u _ 2 '<ur+ Ui, )
ax2 r-h2 T+r i, J
analog (12.2)
2% _ 2 .(“s e U EE R )
ay2 s-k2 1T+ s i,j

mit einem Fehler von der Ordnung h bzw. k, d.h. fiir r <1 TDzw.
s <1 mindert sich die Genauigkeit gegeniiber den unverkiirzten
Zentralformeln!

Der Ersatz der Differentialquotienten durch (12.2) ergibt in den
Gitterpunkten mit verkiirzten Abstdnden zum Rand die folgenden
Rekursionsformeln:
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Stromverdringung (Skineffekt)

Nach (8.4) x =ih , y=i'h , T=jk , n =-1£2—
h
u, + reu. Ly u, + s-u. . .
= op. L i-1,3i',] s i,i'-1,3
Yi,ir, 541 = 2“[ T+ (1+1) * T s (T+s) *
(12.3)
l + 1—) J + u
- (I‘ S uivl'rJ i,i',§ °
Membranschwingung

Nach (10.2) x=4i.h , y=i'h , t = j-k und (10.3) n = (%)

i-1,i',5 , s * S'ui,i'—1,j] N
r-(1+r) s-(1+8)

u 1= 2n-[

i,i', j+
(12.4)
1

- 2| n-(= 1 LR -u
r¥s)” ] i,i',j i,iv, -1 °

In den Ubrigen Gitterpunkten gelten weiter die Rekursionsformeln
(8.5) bzw. (10.4). Die Rechnung ist numerisch stabil fiir

n <= (12.5)

Der Punkt mit den klirzesten Gitterabstidnden zum Rand entscheidet
also Uber die Stabilitédt der Rechnung.

Poissonsche- und Potentialgleichung

Hier wird in den Gitterpunkten mit verkiirzten AbstZinden die Glei-
chung (11.4) ersetzt. Wit x = i*h , j = j-k

h_2+ﬁ> _ X2 (8 )+_h_2_“s+u,, .
s r i,J T+r \ i-1,3 +s \s i, j=1

(12.6)
- 3 0%K%E(x,y) .

Die Rechnungsabldufe der vorangegangenen Kapitel bleiben unge-

dndert.
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12.2 Beispiel. Biegung und Schwingung einer
elliptischen Membran

Fir eine elliptische Membran mit den Halbachsen « = 4 cm und
B =2 cm, soll analog zu Kapitel 10.3 die Durchbiegung bei
einer gleichmiBigen Belastung von

£(x,y) = - 45 = 0,05

1
do cm

und die Schwingung fiir b 2,4'10.3 s/cm berechnet werden.

- X

Abb, 63 Datenspeicher-Gitter bei einer elliptischen Membran

Eine Ellipse ist symmetrisch zum Achsenkreuz. Es geniigt daher,
die Rechnung fiir einen Quadranten auszufilhren. Dieses erfordert
bei h =k =1 cm acht Datenspeicher pro Zeitschicht (Abb.63).
AuBerdem sind alle Randwerte Null, weil die liembran eingespannt
ist.

Zunichst erhdlt man fiir die Punkte 6, 7 und 8 verkiirzte Gitter-
abstédnde

rg =1,0

sg = 2+-sin(arccos 0,25) - 1 = 0,9365
I‘7 = 1,0

Sq = 2.sin(arccos 0,50) - 1 = 0,7321

rg = 4-cos(arcsin 0,50) - 3 = 0,4641

sg = 2+sin(arccos 0,75) - 1 = 0,3229 .
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Die kiirzesten Absténde hat der Punkt 8, so daB fiir die Stabili-
tdt der Schwingungsrechnung nach (12.5)

rq- S
878 _
n < rg + sg = 0,1905

eingehalten werden muB. Wir wghlen n = %—.

Durchbiegung

Mit h = k ergeben sich nach (12.6) folgende Gleichungen in den
Gitterpunkten, die dem Rande benachbart sind:

1 1 U, h2
Punkt 6 (s—é + 1)116 = 72‘(‘.15 + u7) + 1+s6 - ?'f
1 1 u h2
Punkt 7 (s_7 + 1)11,7 = E'(u6 + u8) + 1+S7 - ‘2“f
2
s N Uy n?
Punkt 8 (r8 + s8)u8 = 1+r8 + 1+s8 -2 £ .

Fiir die iibrigen Gitterpunkte gilt die Gleichung (11.4), z.B. im

2
Punkt 1 2'1;1.,1 = %-(u2 + Uy + u5 + u5) - %.f .

Bei einer Genauigkeitsschranke von vier Stellen nach dem Komma
errechnen sich aus dem Gleichungssystem nach Gaul-Seidel die
u-iWerte (Durchbiegungen) in mm

- 0,60 - 0,55 - 0,40 - 0,15
- 0,80 - 0,75 - 0,60 - 0,35
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Gerechnet wurde mit dem folgenden Programm auf einem HP 67. Die
Genauigkeit entspricht dem eingestellten Anzeigeformat.

IBL B RCL 6 + STO 5 RCL 1
RCL 7 RCL 8 2 RCL 3 x0y
RCL A + : 0 STO 1
1 2 RCL 2 RCL 8 -
+ : RCL D RCL 8 RND
: RCL 3 1 GSB 0 x#£0
RCL 4 RCL C + STO 4 GTO B
RCL B 1 : RCL 2 RTN
1 + + RCL 7
+ : RCL E RCL 7 IBL O
: + - GSB O +
+ RCL E RCL D STO 3 +
RCL E - 1/x RCL 1 +
- RCL C 1 RCL 6 2
RCL A 1/x + RCL 6 :
1/x 1 : GSB O RCL E
RCL B + STO 6 STO 2 -
1/x : RCL 6 RCL 2 2
+ STO 7 0 RCL 5 :
: RCL 5 RCL 1 RCL 5 RTN
STO 8 RCL 7 GSB O GSB O
Speicherplan
A B C D E 1
r s s s g--f frei
8 8 T 6 2
0,4641 0,3229 0,7321 0,9365 0,25

Die iibrige Speichereinteilung entspricht der Abb.63. Der Membran-
mittelpunkt ist der Datenspeicher 1 .

5 6 7 8 9 bis 19 frei

Schwingung

Nach (12.4) ergeben sich folgende Gleichungen in den Gitterpunk-
ten, die dem Rande benachbart sind:

Punkt 6

96,341 T n(us,j T, T Tesg
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Punkt 7

‘ 2u, .
U~ = n(u .+ Ug .+ ) - 2{n(1 + l—) - 1}u .= Uy
Ty j+1 6,3J 8,3] 1+s7 57 TyJ Ty -1

Punkt 8

u u .
- Aad NI R -
Uug, g1 = 2n<1+r8 * 1+s8) - 2{n(r8 ¥ s8) 1]ug,5 - v, jo1

Fir die iibrigen Gitterpunkte gilt die Gleichung (10.4), z.B. im

Punkt 1

u1,j+1 = n(u + up +ug o+ u5,j) + 2(1 - 2n)u1’j - uy .

273 yj 1j_1
Zu Beginn der Rechnung miissen die Anfangswerte in den beiden
Zeitschichten j = 0 und j = 1 vorliegen. Wie im Kapitel 6 be-
schrieben, lassen sich diese Werte durch "Auslenken" und "Los-
lassen" finden. Filir die Zeitschicht j = 0 benutzen wir die be-
rechneten u-Werte der Durchbiegung. Entlasten wir die Membran,
so ist die Riickschwing-Geschwindigkeit aller Punkte im ersten
Moment noch Null, Man erh&dlt so die u-Werte der Zeitschicht j=1
durch Gleichsetzen von ui,i',j+1 und ui,i',j—1 in den obigen
Gleichungen, z.B. im

Punkt 1

2u1,0+1 = n(u2,O Uy o U ok u5,0) + 2(1 - 2n)u1,0 .

Die u-Werte der Zeitschicht j = 1 sind dann

- 0,5688 - 0,5188 - 0,3688 - 0,1188

- 0,7688 - 0,7188 - 0,5688 - 0,3188 .

Jetzt 1dBt sich die Schwingung der elliptischen liembran nach dem
im Kapitel 10 beschriebenen Verfahren rechnen. Das Ergebnis fiir

den Membranmittelpunkt zeigt die Abb.64. Als Schwingungszeit ent-
nehmen wir jT = 19 Zeitschritte. Die Frecuenz errechnet sich nach
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(6.5)
mit k = b-nvm = 0,85-1073 s zu
1

f = 5573; = 62 Hz .

-0,57

Abb. 64 Schwingung des Membranmittelpunktes

Programm fiir einen HP 67. Die Ausgabe beschrédnkt sich auf die
Werte flr den Membranmittelpunkt. Das Voranschreiten von j zu

j+1 in den Datenspeichern erfolgt wieder durch den Austausch von
Primdr- und Sekunddrspeicher: PQS .
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IBL A 0 + RCL A IBL 1
RCL E RCL 8 RCL O 1 +
1 RCL 8 X + +
+ GSB 1 GSB 2 : +
STO E RCL 6 RCL 6 RCL 4 RCL 0
PAUSE RCL 6 RCL 8 RCL B bd
1 0 + 1 RCL O
ST I RCL 1 RCL 3 + 2
RCL 2 GSB 1 2 : X
RCL 2 RCL 5 X + IBL 2
RCL 5 RCL 7 RCL C RCL O 1
RCL 5 + 1 b d -
GSB 1 RCL 2 + 2 2
-X- 2 : b'd X
RCL 1 X + RCL A RCL(1i)
RCL 3 RCL D RCL O 1/x X
RCL 6 1 X RCL B -
RCL 6 + RCL C 1/x PGS
GSB 1 : 1/x + RCL(1i)
RCL 2 + 1 RCL O -
RCL 4 RCL O + X STO(1)
RCL 7 b'S RCL O GSB 2 1SZ
RCL 7 RCL D X POS POS
GSB 1 1/x GSB 2 GTO A RTN
RCL 3 1 RCL 7
Speicherplan

A B C D E I

rg Sg Sq S¢ Zdhler j Zéhler i,i'

0,4641 0,3229 0,7321 0,9365 Beginn: 1
Ound 10 n = 0,125 9 und 19 frei

Die librige Speichereinteilung entspricht der Abb.63.

Zeitschicht j Zeitschicht j+1
5 6 7 8 15 16 17 18
1 P 3 4 11 12 13 14

Die Daten der Zeitschicht j=0 sind in die Speicher 11 bis 18 ,
die der Zeitschicht j=1 in die Speicher 1 bis 8 einzugeben.
Der Membranmittelpunkt ist der Datenspeicher 1 bzw. 11 .
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Durch programmierbare Taschenrechner erdffnet sich dem
Interessierten heute die Mdglichkeit, einen reizvollen Zweig
der Naturbeschreibung auch auBerhalb von Rechenzentren
kennenzulernen. Hierzu will das Buch Hilfestellung geben,
durch das Aufzeigen der mathematischen Verfahren, mit
denen auf programmierbaren Taschenrechnern das Lésen
von Differentialgleichungen auf einfache Weise gelingt. Mit 18
Programmablaufplanen (FluBdiagramme) und vielen Zahlen-
beispielen wird der Aufbau der verschiedenen Programme
verdeutlicht.
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