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VORWORT

Die heute verfügbaren, außerordentlich leistungsfähigen

wissenschaftlichen Taschenrechner gestatten die Lösung von

Problemen der numerischen Datenverarbeitung. Zu diesem Zweck

gibt dieses Buch eine Einführung in die Grundaufgaben der

Numerischen Mathematik sowie die Aufstellung der zugehörigen

Lösungsalgorithmen, und es wird gezeigt, wie diese Algorithmen

auf die UPN-Rechner HP-67/97 und die AOS-Rechner TI-58/59 über-

tragen werden können.

Die Abschnitte des Buches sind einheitlich gegliedert. Zunächst

werden die Aufgabenstellung und das jeweilige Lösungsverfahren

erläutert. Dann wird unter der Bezeichnung "Algorithmus" ein

Flußdiagramm für die Lösungsmethode angegeben. Hierbei werden

nur lineare Flußdiagramme verwendet, so daß die Übersicht über

den Rechenablauf bereits in der Form vorliegt, wie sie für die

Programmierung benötigt wird. Es folgt die Übertragung des

Algorithmus in je ein Programm für die Rechner HP-67/97 und

die Rechner TI-58/59 mit einander entsprechender Programm-

struktur. Eine Anleitung zur Verwendung der Programme schließt

sich an. Häufig sind Anmerkungen zum Programmaufbau angefügt,

in denen auch auf die Eigenheiten der umgekehrt polnischen

Notation (UPN) und des algebraischen Operations-Systems (AOS)

eingegangen wird. Jeder Abschnitt endet mit numerischen Bei-

spielen.

Die Programme sind ausführlich dokumentiert: Vorangestellt ist

jeweils eine vollständige Übersicht über die Belegung des

Datenspeichers; die Programme selbst sind nicht nur als Auf-

listung der Taschenrechner-Anweisungen wiedergegeben, sondern

abweichend von den Programmformularen der Herstellerfirmen

Hewlett-Packard und Texas Instruments wird eine übersichtliche

Notation verwendet, mit der auch bei dem Taschenrechnerprogramm

die Struktur des Lösungsalgorithmus deutlich wird. Damit kann

der Leser die Wirkungsweise jedes Programms nachvollziehen,

und er erhält gleichzeitig Anleitungen zum Erstellen und Über-
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prüfen eigener Programme, Auch gibt die Gegenüberstellung

der Programme in umgekehrt polnischer Notation und im

algebraischen Operations-System Hinweise für die Übertragung

von Programmen aus einer Rechner-Logik in die andere. Viele

der angegebenen Programme könnten noch kürzer gefaßt werden

hinsichtlich der Anzahl der benötigten Programmschritte, der

Datenregister oder im Blick auf die erforderliche Rechen-

zeit; mit Rücksicht auf die angestrebte Übersichtlichkeit

wurde davon jedoch Abstand genommen.

Die Programme können übertragen werden auf andere programmier-

bare Taschenrechner mit Unterprogrammtechnik und indirekter

Adressierung. Insbesondere die Programme für die Rechner

HP-67/97 können über Magnetkarten unverändert auf dem

alphanumerischen Rechner HP-41C gerechnet werden.

In diesem Buch wird davon ausgegangen, daß der Leser mit den

wesentlichen Teilen der Bedienungsanleitung für einen der

Rechner HP-67/97 oder TI-58/59 vertraut ist. Als Zeichen für

die Division dient in den Programmen für die Taschenrechner

das darauf gebräuchliche Symbol +, sonst treten nur Bruch-

striche auf; der Doppelpunkt : wird in diesem Buch nirgends

als Divisionszeichen verwendet, vielmehr kennzeichnet er in

den Flußdiagrammen den Vergleich zweier Zahlen bei Verzweigungen.

Kapitel 1 führt an Beispielen ein in die Methoden beim Auf-

stellen von Algorithmen und zugehörigen Programmen für die

Rechner HP-67/97 und TI-58/59. Abschnitt 1.3 enthält Aus-

führungen zum Schneiden und Runden von Zahlen sowie ein

Programm zur 13-stelligen Anzeige von Ergebnissen der Rechner

TI-58/59,

Ausgehend von einfachen Algorithmen und Programmen werden ab

Kapitel 2 die Grundaufgaben der Numerischen Mathematik be-

handelt. Nach dem Horner-Schema für Polynome und der näherungs-

weisen Berechnung unendlicher Reihen in Kapitel 2 folgen in

Kapitel 3 Methoden zur Ermittlung von Nullstellen reeller

Funktionen. Interpolationspolynome und dividierte Differenzen
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werden in Kapitel 4 aus einem Dreieckschema berechnet, das

auch bei der numerischen Integration in Kapitel 5 Verwendung

findet. Im Hinblick auf die beschränkten Speichermöglich-

keiten bei Taschenrechnern ist es von Bedeutung, daß von die-

sem Zahlenschema jeweils nur eine Spalte gespeichert werden

muß., Die Methoden zur Ermittlung der Ausgleichsgeraden in

Kapitel 6 sind Beispiele gegliederter Algorithmen, wo Rechnun-

gen bereits vor Abschluß der Dateneingabe ausgeführt werden.

Die Ausgleichsgerade wird zunächst mit Hilfe der Tastenfunktion

Z3+ berechnet, wie es von den Herstellern der Taschenrechner

vorgeschlagen wird; da an Beispielen jedoch gezeigt wird, daß

dieses Vorgehen anfällig gegen Auslöschungseffekte ist, wird

eine andere, numerische stabile Berechnungsmöglichkeit für

die Ausgleichsgerade erläutert. Kapitel 7 bringt Ein- und

Mehrschrittverfahren für Anfangswertaufgaben gewöhnlicher

Differentialgleichungen erster Ordnung. Mit diesen Methoden

können auch gekoppelte Systeme von zwei Differentialgleichun-

gen erster Ordnung auf den Taschenrechnern behandelt werden,

ebenso Anfangswertaufgaben für gewöhnliche Differential-

gleichungen zweiter Ordnung, wenn sie als ein solches System

geschrieben werden; aus Platzgründen mußte darauf jedoch

verzichtet werden.

In Kapitel 8 wird ausführlich auf die Organisation des

Datenspeichers der Rechner eingegangen, wenn ein oder mehrere

Zahlenfelder gespeichert werden sollen. Nach einem Rückblick

auf die Methoden, die bereits in den vorangehenden Kapiteln

bei der Speicherung eines Zahlenfeldes eingesetzt wurden,

wird die Speicherung von Vektoren und Matrizen vom Ende des

verfügbaren Datenspeichers her besprochen. Programmschleifen

treten bei Rechnungen mit Vektoren und Matrizen häufig auf;

sie werden von nun an mit Hilfe der Dsz-Anweisung und des

komplementären Schleifenindex kontrolliert. Zur Erläuterung

dieser Vorgehensweisen dient in Abschnitt 9.1 die Berechnung

von Defektvektoren linearer Gleichungssysteme; dort wird bei

der Eingabe der Zahlenfelder vor dem Eintasten jeder Komponente

die Nummer des zugehörigen Datenregisters angezeigt. Von
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Abschnitt 9.2 an sind dann die Einleseprogramme für Zahlen-

felder durchgehend so gestaltet, daß eine einfache Über-

prüfung und Berichtigung der eingegebenen Werte möglich ist

durch die Wiederholung der Anweisungsfolge der Eingabe. Auch

wird bei Programmen mit Zahlenfeldern jeweils für die Rechner

HP-67/97, TI-58 und TI-59 angegeben, wie groß die Zahlen-

felder auf Grund des zur Verfügung stehenden Datenspeichers

gewählt werden können. So können die Programme für das

Gaußsche Eliminationsverfahren mit maximalen Spaltenpivots

aus Abschnitt 9,.2 verwendet werden, um lineare Gleichungs-

systeme mit bis zu 4 Unbekannten auf den Rechnern HP-67/97

zu lösen und mit bis zu 7 Unbekannten auf dem Rechner TI-59,.

Von den iterativen Verfahren zur Lösung linearer Gleichungs-

systeme wird in Abschnitt 9.3 das Jacobische Gesamtschritt-

verfahren kurz besprochen, ausführlich behandelt werden das

Einzelschrittverfahren von Gauß-Seidel und das zugehörige

Relaxationsverfahren. In Kapitel 10 wird das Einzelschritt-

verfahren für nichtlineare Gleichungssysteme am Beispiel

der Differenzenapproximation nichtlinearer Randwertaufgaben

erläutert. Hier ließe sich auch das Newtonsche Verfahren

für nichtlineare Gleichungssysteme auf den Taschenrechnern

einsetzen, worauf jedoch nicht näher eingegangen werden kann.

Eigenwertaufgaben bei Matrizen werden in Kapitel 11 be-

sprochen; mit der Potenzmethode für symmetrische Matrizen

können auf den Rechnern HP-67/97 und TI-58 Matrizen mit bis

zu 4 Zeilen behandelt werden, auf dem Rechner TI-59 Matrizen

bis zur Zeilenzahl 9. Die explizite Differenzenapproximation

für die Anfangs-Randwert-Aufgabe der Wärmeleitungsgleichung

in Kapitel 12 dient als Beispiel für die numerischen Methoden

bei partiellen Differentialgleichungen. Den Abschluß bilden

in Kapitel 13 die Damen-Aufgabe und das d'Hondtsche Höchst-

zahlverfahren, zwei Beispiele nichtnumerischer Datenverarbei-

tung.
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Die numerischen Beispiele am Ende eines jeden Abschnitts

wurden alle sowohl auf einem Rechner HP-97 wie auf einem

Rechner TI-59 mit Drucker gerechnet. Sie dienen zur Veran-

schaulichung der Algorithmen; zur Charakterisierung der Ver-

fahren in Bezug auf ihre numerischen Eigenschaften reichen

sie jedoch nicht aus.

Dieses Buch ist entstanden aus einem Vorlesungsskriptum, das

ich zu meiner Vorlesung "Praktische Mathematik auf Taschen-

rechnern" im Wintersemester 1979/80 ausgegeben habe, und aus

einer Programmsammlung, die im Wintersemester 1978/79 von

Herrn Professor Dr. F. Stummel und mir gemeinsam erstellt

worden war zu unseren Vorlesungen über Numerische Mathematik.

Herrn Professor Dr. F. Stummel bin ich dankbar für die

Ermunterung, dieses Buch zu schreiben, für seine Unter-

stützung und für wertvolle Anregungen. Ebenso danke ich

Herrn Professor Dr. K.H. Müller für zahlreiche Hinweise und

ganz besonders Frau H. Meßner für das sorgfältige Schreiben

des reproduktionsreifen Manuskripts.

Frankfurt am Main, im August 1980 Karl Hainer
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1. EINFÜHRUNG

Wir erklären in diesem Kapitel unsere Notation für Algorith-

men und Taschenrechnerprogramme sowie die Methodik bei der

Programmentwicklung. Es folgen Hinweise über den Aufbau und

die Verwendung der angegebenen Programme. Schließlich zeigen

wir mit Hilfe der Funktion INT Möglichkeiten zum Schneiden

und Runden von Zahlen, die.wir bei den Rechnern TI-58/59 zur

13-stelligen Anzeige verwenden.

1.l1. ALGORITHMEN UND PROGRAMME

Wir beginnen mit einfachen Beispielen, um daran die Schreib-

weisen und das methodische Vorgehen zu erläutern, womit in

den weiteren Kapiteln dieses Buches kompliziertere Aufgaben-

stellungen behandelt werden.

Zunächst beschäftigen wir uns damit, die Summe der Stamm-

brüche 1, %, %‚...,% zu ermitteln. Die Rechnungen zur Aus-

wertung der Summe

= 1+,121 1S= 1474374000 45

zerlegen wir in solche aufeinanderfolgende Einzelschritte,

wie sie mit einem Taschenrechner ausgeführt werden können.

Die Vorschrift, welche die einzelnen Rechenschritte sowie

ihre Reihenfolge genau festlegt, nennen wir einen Algorithmus.

Der folgende Algorithmus beruht darauf, daß mit den Teil-

summen

_ 1 1
Sy > 1+ z +... + k k<n,

die Beziehungen gelten

59>0r Sy * Syk-1 } %, k= 1,2,...,2.

Damit können die Summen rekursiv berechnet werden.
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Algorithmus Voraussetzung: n ist eine natürliche Zahl.

Eingabe: n

Anzeige: Sar Sar Sarce HS

[[n[s]
s+Oo

i+1

s+<+s+

Anzeige

-
©
H

i+i+t+
. <
i Nn —

Stop

Hier ist als Voraussetzung die Eigenschaft genannt, die für

die Gültigkeit des Algorithmus erfüllt sein muß. Nach

"Eingabe" ist n als diejenige Größe aufgeführt, deren Wert

festliegen muß, bevor Rechnungen gemäß den einzelnen An-

weisungen des Algorithmus ausgeführt werden. In der Zeile

"Anzeige" sind die Größen angegeben, die als Ergebnisse an-

gezeigt werden. Den einzelnen Anweisungen des Algorithmus

vorangestellt ist jeweils eine Auflistung der vorkommenden

Variablen, womit man eine Übersicht der benötigten Speicher-

platzreservierungen für die zugehörigen Taschenrechnerpro-

gramme erhält. Eingabegrößen sind hierbei unterstrichen.

In den Anweisungen tritt der Pfeil + auf. Er kennzeichnet

Wertzuweisungen der allgemeinen Gestalt

V + a.

Diese Symbolik bedeutet, daß der Wert der Variablen v er-

setzt wird durch den Wert des Ausdrucks a. Hierzu wird zu-

nächst a berechnet, wobei die zu diesem Zeitpunkt gültigen

Werte von Variablen verwendet werden; nach Abschluß der Be-

rechnung von a wird dann der berechnete Wert nach v ge-

speichert., Die ersten Beispiele s+0 und i+1 könnten auch

durch s = 0 und 1i = 1 richtig beschrieben werden. Da es sich

bei einer Wertzuweisung um einen zeitlichen Prozeß handelt,
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ist jedoch im allgemeinen die Verwendung des Gleicheits-

zeichens unzutreffend. Dies zeigen die beiden nächsten Bei-

spiele. Durch die Anweisung s + s+% wird der Wert der Variab-

len s verändert; der bisherige Wert von s dient zur Berech-

nung des rechts stehenden Ausdrucks, und der neue Wert wird

anschließend wieder unter dem Namen s gespeichert. Ent-

sprechend wird durch die Anweisung i + i+1 der Wert von i um

1 erhöht.

Die sechste Zeile des Algorithmus enthält eine Entscheidung

über die weitere Abfolge der Anweisungen auf Grund eines

Vergleichs. Hier sollen die jeweils gültigen Werte von i und

n miteinander verglichen werden. Ist die Bedingung i<n er-

füllt, so folgt die Ausführung des Algorithmus dem Pfeil;

dadurch entsteht hier ein Rücksprung. Ist die angegebene Be-

dingung verletzt, so wird der Verzweigungspfeil nicht be-

achtet und es wird zu der Anweisung in der nächsten Zeile

übergegangen. Als Bedingungen bei entsprechenden Vergleichen

sind =, #+, >, >, <, < möglich.

In dem angegebenen Algorithmus durchläuft i die Werte

i= 1,2,...,n; für jeden dieser Werte werden dieselben An-

weisungen ausgeführt. Eine solche Situation bezeichnen wir

als Schleife, und wir schreiben zur Abkürzung anstelle des

obigen Algorithmus auch

s+Oo

i= 1(1)n

s+s+ %

Anzeige s

Stop

In der Titelzeile i = a(w)e einer Schleife ist der Schleifen-

parameter i angegeben sowie sein Anfangswert a, die Schritt-

weite w und der Endwert e. Für i= a, a+ w, a + 2w,...

werden die Anweisungen des Wiederholungsbereichs der Schlei-

fe ausgeführt; das sind die Anweisungen, die durch einen

linken seitlichen Winkel gekennzeichnet sind. Jeweils nach
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der letzten Anweisung des Wiederholungsbereichs findet die

Wertzuweisung i + i+w statt, und die Ausführung des Algorith-

mus verzweigt zur ersten Anweisung des Wiederholungsbereichs

der Schleife. Diese Wiederholungen werden vorgenommen, SO-

lange der so erhaltene Wert des Schleifenparameters i noch

zwischen a und e liegt.

Nun geben wir die Übertragung dieses Algorithmus in Programme

für die Rechner HP-67/97 und TI-58/59 an.

Programm für _HP-67/97
 

 

      

 

 

 

R R R
Datenspeicher 1 2 I

n s i

001 STO 1 0 STO 2 1 STO I R1<-n, s+0, i+1

006 LBL O I 1/x STO + 2 s + s+% —

010 RCL 2 PRTx ISZ I Anzeige s, i + i+1

013 RCL 1 I x<y? GTO O wenn i<n

017 R/S Stop

Programm für TI-58/59

R R R

Datenspeicher 00 91 02
i n s     

 

000 STO 01 O STO 02 1 STO 0 Rog*D, S+0, i+1
008 Lbl_INV RCL O 1/x SUM 2 S€ s+% <«—
015 RCL 2 Prt Op 20 Anzeige s, i + i+1

020 RCL O x++t RCL 1 x>t INV wenn n>i
027 R/S Stop

Die Wiedergabe der Taschenrechnerprogramme ist jeweils in

drei Teile gegliedert. In der Mitte sind Taschenrechneran-

weisungen in Zeilen zusammengefaßt, deren Wirkung rechts

durch die entsprechenden Teile des vorhergehenden Algorithmus

erläutert werden. Die dreistellige Zahl in der linken Spalte

nennt die Nummer derjenigen Programmspeicherzeile, die die
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erste Taschenrechneranweisung dieser Zeile aufnimmt. Zum

leichteren Auffinden sind die Sprungmarken (Labels) unter-

strichen.

Anleitung zur _Verwendung_der Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der natürlichen Zahl n in das Anzeigeregister.

3. Zum Start der Rechnung und Drucken der Ergebnisse

Sar Sareee Sn betätigt man

bei den Rechnern HP-67/97 die Tasten RTN R/S,

bei den Rechnern TI-58/59 die Tasten RST R/S.

Mögliche Wiederholungen: ab Schritt 2.

Die Eingabe des Programms in den Programmspeicher kann im

Programmiermodus über das Tastenfeld erfolgen; falls bei den

Rechnern HP-67/97 oder TI-59 das Programm bereits auf eine

Magnetkarte aufgezeichnet ist, so kann es auch durch Ein-

lesen der Magnetkarte gemäß der jeweiligen Bedienungsanlei-

tung eingegeben werden.

Die Druckanweisung PRTx gilt für den Rechner HP-97; die

analoge Anweisung Prt gilt bei den Rechnern TI-58/59, falls

sie an einen Drucker angeschlossen sind. Für den Rechner

HP-67 und im Fall der TI-Rechner ohne angeschlossenen Drucker

ersetzt man die Druckanweisungen entweder durch eine Pausen-

anweisung zur kurzzeitigen Anzeige der entsprechenden Werte

oder durch die Anweisung R/S, so daß die Programmausführung

unterbrochen wird zur Anzeige des jeweiligen Ergebnisses. In

diesem Fall muß dann zur Fortsetzung der Rechnung die Taste

R/S betätigt werden.

Mit dem Rechner HP-97 ergab sich für n = 10 unter Verwendung

des Anzeigeformats FIX DSP 9 das folgende Ergebnis.

2 Hainer, Numerische Algorithmen
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»a4

   
1
1 444
i 4a4
E an

2 3a4
2, Xa
£. ar
E. Xar
2 a
2 4a2

Als weiteres Beispiel behandeln wir einen Algorithmus und

zugehörige Programme, um von gegebenen Zahlen ayı Ayıeeer8n

die größte zu bestimmen.

Algorithmus Voraussetzung: n>2

 

   

 

Eingabe: n, a1‚ a2,...,an

Anzeige: m = max(a1, a2,...,an)

a, 3, ...l a li l m ‘ 3J

m + a

i = 2(1)n

m : a:L >

m + a,
i

Anzeige m

Stop

Während der Ausführung des Algorithmus ist m die größte der

1 wird m mit

..,an verglichen; tritt dabei ein Wert auf,

bereits untersuchten Zahlen. Beginnend mit m = a

den Zahlen a2,.

der größer ist als der augenblickliche Wert von m, so wird

m durch diesen größeren Wert ersetzt.

In den nachfolgenden Taschenrechnerprogrammen wird davon aus-

gegangen, daß die Zahl a auf dem Datenspeicherplatz Ri ge-

speichert ist für 1 = 1,...,n. Die Zahlen a, werden durch

indirekte Adressierung von ihren Speicherplätzen abgerufen.

Um zur Kontrolle der Programmschleife die Dsz-Anweisung ver-



1.1. Algorithmen und Programme

wenden zu können, soll die Schleife rückwärts durchlaufen

werden. Zur Programmierung wird also der obige Algorithmus

in die folgende gleichwertige Form umgewandelt.

m + an

i = n-1(-1)1

m : a >

m + a,
i

Anzeige m

Stop

Programm für _HP-67/97

 

 

    
 

R1 R2 ... RI
Datenspeicher n<24

a,|a,| ... n
1 2

i
 

001 RCL (i) ENTER DSZ I

004 LBL_O CLx RCL (i) x>y?

008 X++y

009 DSZ I GTO O

011 R+ R/S

Programm für TI-58/59

   
m+a i + n-1n'I

wenn a,>m,

dann mea,

i + i-1, wenn i>0

Anzeige m, Stop

 

 

    
 

R R R
Datenspeicher 90 91 02

n a; a,

i    
000 RCL Ind O x—&t Op 30

005 Lbl_INV RCL Ind O

009 INV x>t 1Inx

012 X+—+t

013 Lbl _lnx DSZ O INV

018 x+——++t R/S

m+a i< n-n i n-1

Ryta,
wenn a,<m

m+a ,
i

i + i-1, wenn i>0

Anzeige m, Stop
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Anleitung_zur Verwendung der Programme
 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Zahlen n, ayı Ayıee41än

bei den Rechnern HP-67/97: n STO I a; STO 1

a, STO 2 ... a_ STO n,
n

bei den Rechnern TI-58/59: n STO 00 a; STO O01 ... an STO n.

3. Start des Programms durch RTN R/S bzw. RST R/S.

Die Ausführung des Programms endet damit, daß m in der

Anzeige wiedergegeben wird.

Mögliche Wiederholungen: ab Schritt 2.

Im Unterschied zu dem vorher aufgestellten Algorithmus zur

Ermittlung von max(a1, a2,...,an) ist in den Programmen für

die Taschenrechner kein Datenspeicherplatz für m reserviert.

In dem Programm für die Rechner HP-67/97 wird m in RY geführt,

der zweiten Ebene des Stapelspeichers; in dem Programm für die

Rechner TI-58/59 dient das Testregister RT zur Aufnahme von m.

Der Vergleich der beiden Taschenrechnerprogramme zeigt, daß

die Verzweigungen unterschiedlich angelegt sind. Grund dafür

ist die verschiedenartige Verzweigungslogik der beiden Fabrika-

te. Beiden gemeinsam ist, daß die Programmspeicherzeile nach

der Abfrage übersprungen wird, falls die gefragte Bedingung

verletzt ist. Ist bei den HP-Rechnern die Bedingung x>y er-

füllt, so wird die nächste Anweisung ausgeführt. Da für x>y

hier nur die Vertauschung x+—+y vorgenommen werden soll, steht

die zugehörige Anweisung unmittelbar nach der Abfrage; man

kommt also ohne einen Sprungbefehl aus. Es wäre jedoch auch

möglich, nach der Abfrage einen Sprungbefehl einzufügen,

ähnlich wie im ersten Beispiel dieses Abschnitts. Im Gegen-

satz dazu verzweigt bei den TI-Technern das Programm bei

Bestehen der Bedingung x<t zu der Sprungadresse, die in der

folgenden Anweisung genannt ist; hier ist also grundsätzlich

nur ein Sprung möglich.



1,2, HINwEISE

Wir geben nun Bemerkungen und Hinweise zum Aufstellen von

Algorithmen und zugehörigen Programmen für Taschenrechner

sowie zu ihrer Verwendung.

ALGORITHMEN

Den Algorithmen vorangestellt haben wir jeweils die Ein- und

Ausgabegrößen sowie die Liste der auftretenden Variablen,

häufig auch Voraussetzungen zur Gültigkeit des Algorithmus.

Es hat sich als günstig erwiesen, bei dem Aufstellen eines

neuen Algorithmus diese Größen während der Formulierung des

Flußdiagramms zu notieren.

DATENSPEICHER

Wenn der Algorithmus vollständig vorliegt, kann man mit der

Übertragung in ein Taschenrechnerprogramm beginnen. In diesem

Stadium sollte die Belegung des Datenspeichers festgelegt

werden. Die Liste der Variablen des Algorithmus dient jetzt

als Übersicht über die benötigten Datenspeicherplätze. Eine

zweckmäßige Belegung des Datenspeichers sowie auch schon vor-

her eine geeignete Benennung der Variablen trägt wesentlich

zur Übersichtlichkeit und Durchschaubarkeit der Programme bei.

Gleichartige Größen wie beispielsweise Schleifenindizes oder

Vektorkomponenten können durch gleichartige Namen gekenn-

zeichnet werden, und man verwendet zu ihrer Speicherung nach

Möglichkeit benachbarte Datenspeicherplätze.

ANZEIGEANWEISUNGEN

In den Taschenrechnerprogrammen lassen wir Ergebnisse jeweils

durch Druckanweisungen anzeigen. Verwendet man ein Gerät ohne

Drucker, so kann man zur kurzfristigen Anzeige von Zwischen-

ergebnissen die zugehörigen Druckanweisungen durch

"Pause"-Anweisungen ersetzen. Möchte man Ergebnisse notieren,

sSo verwendet man statt dessen die Stop-Anweisung R/S. Zur

Fortsetzung der Rechnung muß dann das Programm mit der Taste
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R/S jeweils erneut gestartet werden. Druckanweisungen in

HP-97-Programmen wirken auf dem Rechner HP-67 als 5-Sekunden-

Pause und umgekehrt.

PROGRAMMAUFLISTUNGEN

Die Auflistungen der Programme enthalten jeweils nur die er-

forderlichen Tastenfunktionen, auch wenn sie bei der Wieder-

gabe des Programms mit Hilfe eines Druckers ausführlicher

wiedergegeben werden. So dient zum Beispiel bei den HP-

Rechnern die Tastenfunktion B als Kurzform der Anweisung

GSBB; bei den TI-Rechnern ist es beispielsweise möglich, für

RCL OO0 die Kurzform RCL O einzugeben, falls anschließend keine

Zifferntaste betätigt wird.

PROGRAMMABBRUCH

Insbesondere in den ersten Kapiteln sind Algorithmen in End-

losform aufgestellt, etwa wenn eine Folge von Näherungen für

einen Grenzwert angezeigt wird. Die Ausführung der zugehöri-

gen Programme wird dann im Rechenmodus mit der Taste R/S ge-

stoppt. Bei den Rechnern TI-58/59 ist es möglich, daß danach

noch arithmetische Operationen offenstehen. Vor Beginn einer

neuen Rechnung müssen diese erst durch "=" abgeschlossen oder

durch CLR gelöscht werden.

Bei dem Versuch, durch ein Programm unzulässige Operationen

ausführen zu lassen, entstehen Fehlermeldungen, zum Beispiel

bei Division durch Null oder wenn die Quadratwurzel einer

negativen Zahl berechnet werden soll. Bei den Rechnern

HP-67/97 führt eine Fehlermeldung zur sofortigen Unterbrechung

der Programmausführung und zu der Anzeige ERROR. Im Fall der

Rechner TI-58/59 wird bei einer Fehlerbedingung die Rechnung

nur unterbrochen, wenn zuvor Flag 8 gesetzt war; andernfalls

wird die Rechnung weitergeführt, und Ergebnisse werden mit

Fehlermeldung angegeben, indem die Werte blinkend angezeigt

werden und bei gedruckten Zahlen zusätzlich Fragezeichen

angefügt sind.
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MARKEN

In den Programmauflistungen stehen Sprungmarken (Labels) je-

weils am Anfang einer Zeile und sind unterstrichen, so daß

sie beim Lesen leicht gefunden werden können. Auch ist da-

durch bei der Erstellung von zusätzlichen Programmteilen

sichtbar, welche Marken bereits verwendet sind. In der Regel

verwenden wir die Marken LBL O, LBL 1, LBL 2,... in Pro-

grammen für die HP-Rechner an den entsprechenden Stellen wie

die Marken Lbl INV, Lbl lnx, Lbl CE,... in dem zugehörigen

Programm für die TI-Rechner. Bei den TI-Rechnern ist es mög-

lich, absolut zu adressieren, indem für Sprungbefehle und

Unterprogrammaufrufe anstelle von Marken die Nummern der be-

treffenden Programmspeicherzeilen verwendet werden. Ähnlich

kann absolute Adressierung bei den HP-Rechnern mit Hilfe des

Indexregisters RI erreicht werden. Obwohl die absolute

Adressierung weniger Rechenzeit beansprucht, haben wir auf

diese Möglichkeit verzichtet, um bei der Programmerstellung

die Flexibilität zu erhöhen. Bei der ausschließlichen Ver-

wendung von Marken lassen sich Programmteile einfacher ein-

fügen oder entfernen, und man erhält eine bessere Übersicht

über die Programmstruktur. Absolute Adressierung ist nur

zweckmäßig bei ausgetesteten Programmen, die nicht mehr

modifiziert werden sollen.

UNTERPROGRAMME

Häufig sind angegebene Programme noch durch ein weiteres

Programmstück zu ergänzen, bevor sie verwendet werden können;

wenn etwa Nullstellen einer Funktion bestimmt werden sollen,

so muß ein Unterprogramm eingegeben werden, das die Werte

der speziellen Funktion berechnet. Zum einfacheren Programmie-

ren solcher Programmstücke endet jeweils das hier angegebene

Taschenrechnerprogramm mit derjenigen Marke, mit der das noch

fehlende Unterprogramm beginnt. Zur Eingabe des zusätzlichen

Programmteils wird der Programmschrittzeiger durch "GTO Marke"

im Rechenmodus so eingestellt, daß man nach Umschalten in den

Programmiermodus dann die Anweisungen unmittelbar eingeben
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kann. In der Anleitung zur Verwendung der Programme ist an-

gegeben, auf welchen Datenspeicherplätzen die Größen zur

Verfügung stehen, die für das Unterprogramm benötigt werden;

ebenso wird genannt, auf welchen Speicherplätzen die be-

rechneten Werte nach dem Rücksprung in das rufende Programm

erwartet werden.

Ruft man in einem Programm für die HP-Rechner ein Unterpro-

gramm auf, so muß man darauf achten, daß über das Stapel-

register verfügt werden kann. Sollen jedoch für das aufru-

fende Programm im Stapelspeicher Daten aufbewahrt werden, so

ist zu prüfen, bis zu welcher Ebene das Stapelregister in dem

Unterprogramm benötigt wird; nur so weiß man sicher, welche

Größen im Stapelregister auch nach der Beendigung des Unter-

programms noch verfügbar sind.

Bei den TI-Rechnern kann die =-Taste in Unterprogrammen nur

verwendet werden, wenn nicht gleichzeitig im aufrufenden

Programm noch arithmetische Operationen offenstehen; denn

mit dem Gleichheitszeichen werden alle offenstehenden

arithmetischen Operationen abgeschlossen.

1,3, SCHNEIDEN UND RUNDEN

Die Ergebnisanzeige elektronischer Taschenrechner kann so

eingestellt werden, daß Resultate mit einer bestimmten An-

zahl von Nachkommastellen angezeigt werden; die angezeigte

Zahl entsteht durch Rundung des wirklichen Wertes auf die

gewünschte Stellenzahl. Intern ist weiterhin der genaue Wert

vorhanden, und er wird auch bei der weiteren Rechnung mit

der vollen Genauigkeit verwendet.

In diesem Zusammenhang besprechen wir zunächst kurz die

Gaußsche Klammer [x] und die Funktion INT(x). Anschließend

beschäftigen wir uns damit, wie Dezimalzahlen in ihrem Wert

auf eine gewünschte geringere Anzahl von Nachkommastellen

abgeschnitten werden können. Mit dieser Überlegung wird es

möglich, Zahlen nicht nur für die Anzeige, sondern auch in
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ihrem internen Wert zu runden; außerdem werden wir für die

Rechner TI-58/59 die intern verwendeten 13-stelligen Zahlen

anzeigen können.

[X] UND INT(X)

An verschiedenen Stellen benutzen wir die Gaußsche Klammer

[x]. Ist x eine gegebene Zahl, so ist [x] die größte ganze

Zahl <x. Daher ist eine Zahl x ganz, genau wenn x = [x].

Diese Eigenschaft verwenden wir zum Beispiel, wenn wir in

Flußdiagrammen ermitteln, ob ein Schleifenindex i Vielfaches

einer festen Zahl n ist; wir vergleichen dazu die beiden

Zahlen % und [%] .

Auf Taschenrechnern steht jedoch die Gaußsche Klammer nicht

zur Verfügung, sondern die Funktion INT(x), die mit [x] eng

verwandt ist. INT(x) ist der ganzzahlige Teil von x; bei

Dezimalzahlen werden also die Nachkommastellen abgeschnitten.

Für positive Zahlen x und für ganze Zahlen x stimmen [x] und

INT(x) überein, im Fall von negativen Zahlen, die nicht ganz

sind, unterscheiden sie sich jedoch. Es besteht der Zusammen-

hang

[x] x>0,

INT(x) = [x] für x ganz,

[x]+ 1 x<O und x nicht ganz.

ABSCHNEIDEN NACH D NACHKOMMASTELLEN

Eine gegebene Dezimalzahl mit mehr als d>O Nachkommastellen

soll nach der d-ten Stelle hinter dem Komma abgeschnitten

werden,

Multiplikation mit 10d bringt alle diejenigen Ziffern, die

erhalten bleiben sollen, vor das Komma; mit der Funktion

INT werden die weiteren Dezimalstellen abgeschnitten;

Division durch 10d setzt das Dezimalkomma wieder an seinen

ursprünglichen Platz. Die gegebene Zahl x wird also ersetzt

durch y = INT(10%x) 1074,
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Algorithmus Eingabe: d; x

  

 

 

  

Anzeige: y = InNT(10%x) . 1078

X + 1de

X + INT(x)

X + x-10—d

Anzeige x

Stop

Programm_für HP-67/97

Datenspeicher m

104

001 RCL O * INT RCL O + x+InT(10%x) . 1078

008 R/S Stop

Programm für TI-58/59

R,

Datenspeicher 00

104

000 * RCL O = Int + RCL O = x+INT(10%x) + 1077

009 R/S Stop

Anleitung_zur Verwendung der_Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Stellenzahl d

bei HP-67/97: EEX d STO O,

bei TI-58/59: 1 EE d STO 00O.

3. Die Zahl x soll auf d Nachkommastellen abgeschnitten

werden: x RTN R/S bzw. x RST R/S.
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Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für eine andere Zahl x,

ab Schritt 2 für eine andere Stellenzahl d.

Bei den Rechnern TI-58/59 kann im Anschluß an Schritt 2 die

Exponentialschreibweise der Anzeige wieder aufgehoben wer-

den durch INV EE.

RUNDEN AUF D NACHKOMMASTELLEN

Es sonn in der üblichen Weise auf d Stellen gerundet werden:

Ist bei der gegebenen Zahl die (d+1)-te Dezimalstelle >5 so

soll bei dem Rundungsvorgang die d-te Dezimalstelle um eine

Einheit erhöht werden.

Durch Multiplikation der gegebenen Zahl mit 10d wird wieder

erreicht, daß alle gewünschten Ziffern vor dem Komma stehen.

Addition von % und anschließende Anwendung der Funktion INT

ergibt die richtigen Ziffern für die Rundung; Division durch

1Od schiebt das Komma wieder an seinen ursprünglichen Platz

zurück. Runden auf d Nachkommastellen kann also erreicht

werden, indem die Zahl x ersetzt wird durch

z = INT(10dX+.5)-10_d. Der zugehörige Rechenablauf stimmt

mit dem vorherigen überein bis auf die erste Anweisung, die

dort x+1odx lautete, hier nun x+10dx+.5 heißen muß.

Mit derselben Speicherbelegung und der entsprechenden An-

leitung zur Verwendung lauten jetzt die Programme

für HP-67/97

001 RCL O * ‚5 + INT RCL O + R/S,

für TI-58/59

000 * RCL O + .5 = Int + RCL O = R/S.

Die Rundung auf d Nachkommastellen ist auch ohne diese Pro-

gramme möglich durch Verwendung eingebauter Funktionen der

Rechner,
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Ist bei den Rechnern HP-67/97 die Anzeige durch DSP d auf

d<8 Nachkommastellen eingestellt, so wird durch die Funktions-

taste RND eine in der Anzeige befindliche und gerundet an-

gezeigte Zahl durch ihren gerundeten Wert ersetzt. Dies kann

auch innerhalb einer Programmausführung geschehen, indem d

im Indexregister R_ gespeichert wird; die Anweisungsfolge
I

DSP (i) RND bewirkt dann die Rundung der Zahl im Anzeigere-

gister auf d Nachkommastellen.

Ähnlich kann bei den Rechnern TI-58/59 vorgegangen werden:

eine in der Anzeige befindliche und gerundet angezeigte Zahl

wird durch ihren gerundeten Wert ersetzt, falls die Taste

EE betätigt wird.

REDUKTION AUF DIE ERSTEN D WESENTLICHEN ZIFFERN

Wir wollen bei einer gegebenen Zahl die Ziffern nach der

d-ten wesentlichen Ziffer durch Nullen ersetzen.

Dazu gehen wir aus von der normalisierten Dezimaldarstellung

der gegebenen Zahl a, mit der Mantisse m und dem Exponen-

ten k,

a = m—1ok, 1<|m|<10, k ganz.

Die Zahl b = a.107*7! pesitzt dieselben Ziffern wie a, wobei

nun bei b die wesentlichen Ziffern direkt hinter dem Komma

beginnen. Jetzt können die Überlegungen über das Abschneiden

nach d Nachkommastellen angewandt werden, und anschließend

führt Multiplikation mit 1Ok+1 das Dezimalkomma wieder an

die Ausgangsstelle zurück. Daher entsteht aus der gegebenen

Zahl a die reduzierte Zahl a', die mit a nur die ersten d

wesentlichen Ziffern gemeinsam hat und anschließend nur

noch Nullen enthält, indem betrachtet wird

d-k-1 -d+k+1
a' = INT(a-10 )-10

Bei gegebener Zahl a berechnet sich der Exponent k ihrer

normalisierten Dezimaldarstellung gemäß



k =

1.3. Schneiden und Runden

INT(1lgla|)

[1gla|] =+< INT(1gla|)

INT(1lgla|)-1

17

lgla|>0,
für 1g|a|<o und 1g]a| ganz,

sonst.

In dem folgenden Algorithmus ist s = + 1.

Algorithmus Eingabe: d;

Anzeige: a'

s + INT(s)

r+ 1Os_d

a + INT(Z) +r
Anzeige a

Programm_für HP-67/97

Datenspeicher

001

005

008

012

017

022

027

LBL_A ENTER ABS LOG
FRAC x=0? GTO O
CLx LASTx x<0O? GTO 1
LBL_O CLx LASTx 1 +
LBL_1 INT RCL O - 10%
*+ LASTx x++y INT *

RTN

L

s+1g|a|
wenn s =

wenn s<0O

s+s+1

s+INT(s), r+10

Ry + INT(Z) +r

Rücksprung

[s] ]

s-d
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Programm für TI-58/59
 

 

      
Roo| Ro1| Roz| Roz

Datenspeicher
d a r (s)

000 LblA STO 1 Royta
004 |x| l1og STO 3 s+1lgla|, Ro3*S

008 Int x&—+t RCL 3 x=t INV wenn s=[s]

014 CP INV x>t 1lInx wenn s<0O ;1

018 Lbl INV (CE+1) [; s+s+1

025 Lbl lnx Int s+INT(s)

028 ( CE - RCLO ) INV 1g STO 2 r+1057d
038 ( ( RCL1+RCL2 ) Ra + S
046 Int * RCL 2 ) RX+INT(%)‘r
051 INV SBR Rücksprung

Damit diese Programmeinheit als Unterprogramm verwendet wer-

den kann, wurde es vermieden, die Taste "=" zu verwenden,.

Auf diese Weise ist die Verwendung als Unterprogramm auch

möglich, wenn in dem rufenden Programm zum Zeitpunkt des

Aufrufs unvollständige Operationen offenstehen. Bei den ver-

wendeten Klammeroperationen tritt auch die Blindoperation mit

Klammern "( CE" auf; hierdurch hat man direkt hinter der

Klammer denjenigen Wert zur Verfügung, der sich vor Öffnen

der Klammer im Anzeigeregister befand.

In der folgenden Programmversion wird mit dem Testregister

RT als Hilfsspeicher und der arithmetischen Hierarchie in

der Weise gearbeitet, daß für a, r und s keine Datenspeicher-

plätze reserviert werden müssen.
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R
Datenspeicher 00 

d   
000 Lbl A ( (CE+* ( (CE |x| 1og s+1gla|

011 (CE+x—t O ) Rx+s, RT+S

017 Int x—&t x=t INV wenn s=[s]

021 CP INV x>t lIlnx wenn s<0O ;j

025 Lbl INV (CE+1) [s+s+1

032 Lbl_lnx Int s+INT(s)

035 - RCL O ) INV 1og r«1057d
041 + x—+t O ) Rx+r, Rar

045 ) Int * x&>+t ) RX+INT(;)-r

050 INV SBR Rücksprung

Anleitung_zur_Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Stellenzahl d

bei HP-67/97: d STO O,

bei TI-58/59: d STO 00O.

3. Eingabe der Zahl a, Berechnung und Anzeige der

reduzierten Zahl a': a A,

Mögliche Wiederholungen:

Schritt 3 für eine andere Zahl a;

ab Schritt 2 für eine andere Stellenzahl d.

13-STELLIGE ANZEIGE

Das Programm A verwenden wir nun, um bei den Rechnern

TI-58/59 die interne Genauigkeit der Zahlen sichtbar zu

machen: über die 10 Stellen, die üblicherweise angezeigt

werden können, sind noch zusätzlich 3 Schutzstellen vorhan-

den. Eine entsprechende Untersuchung für die Rechner

HP-67/97 entfällt, da bei diesen Geräten die intern ver-

wendeten Zahlen bereits mit ihrer vollen 10-stelligen Ge-

nauigkeit angezeigt werden, wenn man das Anzeigeformat durch

DSP 9 festlegt.
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Wir gehen folgendermaßen vor. Mit d = 5 wird eine im Anzeige-

register befindliche Zahl a zunächst auf 5 wesentliche

Ziffern reduziert zu der Zahl a' und ausgedruckt; damit sind

die fünf ersten wesentlichen Ziffern von a sichtbar. An-

schließend wird die Differenz a - a' erneut reduziert und

ausgedruckt; hierdurch werden die sechste bis zehnte wesent-

liche Ziffer der Ausgangszahl a angezeigt. Schließlich wird

noch die Differenz aus a - a' und der zweiten Reduktion ge-

druckt, was die restlichen drei wesentlichen Ziffern der

ursprünglichen Zahl a liefert.

Wir verwenden die zweite Version des vorangehenden Programms

A mit d = 5, so daß kein Datenspeicherplatz reserviert wird.

Programm für TI-58/59

Unterprogramm: Reduktion auf die ersten fünf wesentlichen

Ziffern

000 LblA ( (CE% ( ( CE |x| 1og s+1gla|

011 ( CE + x—+t O0 ) Rx+s‚ RT+S

017 Int x&—&t x=t INV wenn s = [s]

021 CP INV x>t lnx wenn s<O ;]

025 Lbl INV (CE+1) [; s+s+1

032 Lbl lnx Int s+INT(s)

035 - 5 ) INV 10g r+10575
040 +x—+t O0) Rx+r, +r

044 ) Int * x&—t ) RX+INT(;)-r

049 INV SBR Rücksprung

Hauptprogramm

050 Lbl B ( CE - A Prt Anzeige a'

057 ) (CE - A Prt Anzeige (a-a')'

063 ) Prt Anzeige a-a'-(a-a')'

065 INV SBR Rücksprung
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Anleitung_zur Verwendung_des_Programms

1. Eingabe des Programms

2. EE Fix 4

3. Drucken einer Zahl a mit ihren 13 wesentlichen Ziffern:

a B.

Mögliche Wiederholungen: Schritt 3.

Beispiele T    11-0&
Od-11

 

cos 45°

7. OF10-01
&11-0&

500-11

  

;

S

 

—
D
—
—

Z
— 1

 

1
9
1
1
1 I

b

}

—
Z
O

—
I
T

3 Hainer, Numerische Algorithmen B



2, BERECHNUNG VON FUNKTIONEN
 

In den praktischen Anwendungen der Mathematik tritt im Zu-

sammenhang mit größeren Problemstellungen häufig die Aufgabe

auf, Funktionswerte spezieller Funktionen zu ermitteln. Für

solche Funktionen sind oftReihenentwicklungen oder approxi-

mierende Polynome bekannt. Wir behandeln daher in diesem

Kapitel die Berechnung von Polynomen mit Hilfe des Horner-

Schemas sowie die näherungsweise Berechnung unendlicher Reihen

durch die Folge der zugehörigen Partialsummen.

2,1, POoLYNOME

Zur Berechnung von Funktionswerten eines Polynoms

Pp(x) = a taxxt ... + anxn

verwendet man diese Darstellung nicht als Rechenvorschrift;

denn mit dem anschließend geschilderten Horner-Schema liegt

ein Algorithmus vor, der hinsichtlich der Anzahl der Rechen-

operationen und der Rundungsfehler wesentlich günstiger ist.

Über die Berechnung von Funktionswerten hinaus erläutern wir,

wie mit Hilfe des Horner-Schemas Linearfaktoren von einem

Polynom abgespalten werden und wie Funktionswerte der Ablei-

tung des Polynoms berechnet werden können.

Wir gehen aus von der Darstellung

pn(xo) = a0 + xo(a1 + xo(a2 +... + xo(an_2+xo(an_1+xoan))...)).

Die Klammern werden berechnet gemäß der Vorschrift des Horner-

Schemas,

ar"=an‚

1 = ' = n- -ar a, + xoak+1, k n-1, n-2, ..., 1, O,

Der gesuchte Funktionswert entsteht dann in der Form

pn(x0) - aö.



2.1. Polynome 23

Mit den Koeffizienten ai des Horner-Schemas kann ein Polynom

(n - 1)-ten Grades erklärt werden durch

= al ' 121pn_1(x) = al + asX + ... + anX

Dieses Polynom erfüllt die Beziehung pn(x)=pn(xo)+(x—xo)pn_1(x)

(s.[9] 1.1.), so daß also Pp-1 durch Abspaltung des Linear-

faktors x - X von P, entsteht. Folglich gilt p£(xo) =

pn_1(xo). Damit kann man den Funktionswert der Ableitung des

Ausgangspolynoms Pn jetzt dadurch ausrechnen, daß man das

Horner-Schema erneut anwendet bei der Auswertung des Polynoms

Pp-1
von Nullstellen von Polynomen mit Hilfe des Newtonschen Ver-

.‚ Wir werden diese Eigenschaft benutzen bei der Bestimmung

fahrens.

Der folgende Algorithmus mit den zugehörigen Programmen dient

zur Berechnung des Funktionswertes pn(xo) = a! nach Horner.
°

Algorithmus Voraussetzung: n>1

Eingabe: n, aO! ayı 1411 an } Xa

Anzeige: pn(xo)

PEF
 

P+* an

k = n-1(-1)0

Pp+ ak + xop

Anzeige p

Stop

Die eingegebenen Größen bleiben während der Rechnung unver-

ändert. Daher können weitere Funktionswerte von Pn erhalten

werden durch

Eingabe: x Anzeige: pn(xi) : i= 1,2,... si’



24 2. Berechnung von Funktionen

Programm für _HP-67/97
 

 

      
    

 

 

           

 

R R R ... |R R
Datenspeicher 9 1 2 n+7 I n<23

n ag|layj ... an Adr ay

=k+1

Einleseprogramm

001 STO O 1 STO I Ro+n, k+0

004 LBL_O R/S Stop <——i]

006 STO (i) ISZ I GTO O Rk+1+ak' k+ k 1,

Hauptprogramm

009 LBL_A ENTER ENTER ENTER RY+XO, Rz+xo‚ RT+XO

013 RCL O STO I ISZ I CLx k+n

017 RCL (i) DSZ I P+anı k+-+n-1

*019 LBL_1 RCL (1) + p+ak + xop .__i]

023 DSZ I GTO 1 k + k - 1,wenn k+1>0

025 PRTx R/S Anzeige p, Stop

Programm für TI-58/59

R R R R R R ... |R
Datenspeicher 00 01 02 03 04 05 n+4

Adr a,| n P Xo an a, ... a

=k+4

Einleseprogramm

000 STO 01 4 STO O Ro1+n‚ k+0

005 Lbl INV R/S Stop <—__l

008 STO Ind O Op 20 GTO INV Rk+4+ak' kek+1,

Hauptprogramm

014 Lbl A STO 3 Ro3+xo

018 RCL 1 + 4 = STO O k+n

025 RCL Ind O STO 2 pra

029 Lbl_lnx Op 30 k+k- 1 <—

033 RCL 3 Prd 2 RCL Ind O SUM 2 P + ar + XoP

041 RCL O x++t 4 INV x>t Inx wenn 4<k + 4_J

048 RCL 2 Prt R/S Anzeige p, Stop
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Anleitung_zur _Verwendung_der_Programme
 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Koeffizienten des Polynoms Pp}

n, RTN bzw. RST, R/S äg R/S C R/S ... R/S ax R/S.

3. Eingabe der Stelle Xor Start der Berechnung sowie Anzeige

von pn(xo): Xo A,

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für einen anderen Wert X0r

ab Schritt 2 für ein anderes Polynom.

In dem Programm für die Rechner HP-67/97 ist es infolge der

Stapelregisterlogik möglich, auf die Reservierung von eigenen

Datenspeicherplätzen für x_. und p zu verzichten. Die eigent-
°

liche Berechnung des Funktionswertes pn(xo) kann auch auf

einem nicht programmierbaren UPN-Rechner ausgeführt werden.

Es handelt sich dann um die Tastenfolge

* * *X 444 an *ayı * a_2 + ... agte

° 444 an besteht also das Kernstück des

Hauptprogramms aus der Wiederholung der Tastenfolge * a +

fürk=n-1,n-2,..., 1, O. Das Stapelregister ist dabei

wie folgt belegt.

Nach dem Anfang mit x

0’00 ° o ° o o

Z Xo Xo Xo Xo xo X Xo X Xo

Y Xo Xo Xo Xo Xo xoag X X xoa; Xo

X Xo %o *o *o an X0n An-1 An-ı *9a1 30 367Pn (*o)
Tasten

xot* + + a_* an-ı + ... * ag +
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Beispiel

Mit den obigen Programmen wurden die Funktionswerte der

Polynome

x3 x5
p5(x) = X- 37 + 5T und

3qg (Xx) = x - 0.16605x” + 0.00761x*

berechnet für x = 0.0(0.1)2.0 und mit den Funktionswerten

von sin x verglichen.

X p5(x) q5(x) sin x

0.6 9, 606000606 0, 080660066 6, 806000000
8.1 8,0929833417 0, 8995834026 6.099633417
8.2 0, 156669333 0.195C74635 0,195665551
6:3 0.295520250 0.29553514E 0.295520267
6.4 8.369416667 0, 389450726 0.38941834E
0.5 0.479427053 0.479481565 0.479425535
E,6 0, 564645606 0, 564724954 6, 564642473
0,.7 8.644233917 0, 644323563 0.644217657
6.5 6.717397333 0.717476055 „ 717356091
6.9 0.785420750 0, 755443173 0.783326916
1.0 0, 841606667 0, 841566008 0.841470985
1.1 0.891557583 0,591243431 8,891207366
1.2 0, 9327368006 0, 932061715 0, 932839066
1.3 8.964774417 0.963443547 0, 963556185
1.4 0,987485335 0.985257206 0, 985449736
1.5 1.006731256 B, 997369656 8997454587
1,6 1.064714667 0.995655834 8.9995736053
1.7 0,599456683 0, 9922474665 0.951664811
1.8 B, 9585464006 0, 975352525 0.973547631
1.9 8,963174916 6.949454154 0, 9463000865
2,0 0.933333355 0.915120080 0.9092974E7

Ps ist Partialsumme der Potenzreihenentwicklung für sin x,

I5 ist eine Polynom-Approximation für sin mit der Eigen-

schaft sin x = qg(x) + x-e(x), |€(X)|i2'10_4r °ixi%
(Tschebyscheff-Approximation). Es zeigt sich, daß die

Partialsumme sehr gute Näherungswerte liefert in der Nähe des

Nullpunktes, des Entwicklungspunktes der Potenzreihe; mit

zunehmendem Abstand vom Nullpunkt wächst ihr Fehler. Im

Gegensatz dazu approximiert I5 gleichmäßig in dem Intervall

[0,3].
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2.2, UNENDLICHE REIHEN

Der Wert einer unendlichen Reihe
o

a.+a,+ta,y+...= Za
° 1 2 k=o X

wird approximiert durch die Partialsummen
n

s_ =a_+t+ar,+...+a_ = Za,.
n ° 1 n k=0 K

Mit den Gleichungen S99 >3 und Sp > Sp-1 *ar D= 1,2:3,..00r7

ist es möglich, die Partialsummen rekursiv zu bestimmen. Da-

her verläuft ihre Berechnung im wesentlichen jeweils nach der

folgenden Struktur.

Algorithmus Anzeige: s >ag *3, + ... + an für

n = 0,1,2,...

Ts]
n+ O

sS+ a

Anzeige s

n+n+1

+ +s s an

Bei der Umsetzung in Taschenrechnerprogramme sind in der

zweiten und fünften Zeile des Algorithmus die Anweisungen

zur Berechnung des Summanden an einzufügen, oder es erfolgt

ein entsprechender Unterprogrammaufruf. Wir erläutern dies

am Beispiel der alternierenden harmonischen Reihe und an

Potenzreihen.

Beispiel

Wir berechnen Näherungswerte für die alternierende harmoni-

sche Reihe

121-3+3



[n[s]]

n + 1

s+ 1

v+1

Anzeige

n+<+n+

v+-V

sS+Ss+

2. Berechnung von Funktionen

—
n

5
1
<

n
Anzeige: s_= Z

n x
für n = 1,2,...

 

Programm für HP-67/97
 

 

     
Datenspeicher RO R1 R2

n s v

001 1 STO O STO 1 STO 2

005 LBL_O RCL 1 PRTx

008 1 STO + O CHS STO * 2

012 RCL 2 RCL O + STO + 1 GTO O

Programm für TI-58/59
 

 

     
Datenspeicher ROO RO1 R02

n s v

000 1 STO O STO 1 STO 2

007 Lbl_INV RCL 1 Prt

012 1 SUM O +/- Prd 2

018 RCL 2 + RCL O = SUM 1 GTO INV

n+1, s+1, v+1

Anzeige s

n+n+ 1,

s+s+)
n

,

V

—

+ - v

 

n+1, s+1, v+1

Anzeige s

n+n+1

s+s+Z
n

’

——

V+e - V

 
 



2.2. Unendliche Reihen 29

Anleitung _zur Verwendung der _Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Start der Rechnung und Anzeige der Folge der Partial-

summen durch RTN R/S bzw. RST R/S.

Bei zahlreichen unendlichen Reihen erweist es sich als günstig,

zunächst einen analytischen Ausdruck für die Quotienten
a +

q(n) = —g—l z Nn =0,1,2,...,
n

zu bestimmen. Ausgehend von dem ersten Summanden a werden

dann die weiteren Summanden rekursiv berechnet gemäß a =

 

+1
q(n)an‚ n = 0,1,2,... . Für Potenzreihen

Z ckxk

k=0
haben die Quotienten die Gestalt

cn+1
aq(n) = X.

°n

Algorithmus Eingabe: Unterprogramm für q(n);

a = ao; bei Potenzreihen zusätzlich x.

Anzeige: Sn >3 + a +... + ar für

n =0,1,2,... .

s+ a

n+ O

Anzeige s

a + q(n)a

s+s+a

n+n+1
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Beispiel
X

Der Integralsinus Si(x) = f siz t dt besitzt die Potenz-

reihenentwicklung 9

C k x2k+1
Si(x) = Z (-1)e

k=0 (2k+1) (2k+1)!

2
2E =Hier ist q(n) = 2n+3 (2nf2) (2n#3) und ay= X

Programm_für _HP-67/97
 

 

      

R R R R
Datenspeicher O 3 2 3

X a n s

Hauptprogramm

001 STO O STO 1 STO 3

004 O STO 2

006 LBL _O RCL 3 PRTx

009 GSB 1 STO * 1 RCL 1 STO + 3

013 1 STO + 2 GTO O

Unterprogramm für q(n)

016

023

026

033

037

041

LBL_1 RCL 2 .5 + ENTER ENTER

1+

RCL 2 2 * 2 + ENTER ENTER

1+*5+

RCL O x2 * CHS

RTN

Programm_ für_TI-58/59
 

 

      

R R R R
Datenspeicher 00 01 02 03

X a n s

Hauptprogramm

000 STO O STO 1 STO O3

006 O STO 2

009 Lbl_INV RCL 3 Prt

014 SBR lnx Prd 1 RCL 1 SUM 3

022 Op 22 GTO INV

Ro+x‚ a+anı St+a

n+0

Anzeige s <——,

a+q(n)a, s+s +a

 n+n+1,

n + 0.5
n+0.5

X n+1.5
+2n+2

X
„ n+0.5 1

X n+1.5(2n+2) (2n+3)

X

ü

>
<
N

 

2
A
w

+ aqa(n)

Rücksprung

Roo+x, a+ao, s+a

n+0

Anzeige s ———

a+q(n)a, s+s +a

 n+n+1,
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Unterprogramm für q(n)

 

 

026 Lbl Inx ( ( RCL2+.5) R +n +0,5
036 + ( RCL2+1.5)% Rn 240.5- . - x n+1.5

* z n+0.5 _1046 (2*RCL2+2)+% Ry + B3 —
x * n+0.5 1

055 (2*RCL2+3) Ry * h+1.5 (2n+72) (2n#3)
064 RCL O x? +/- ) R + aln)
069 INV SBR Rücksprung

Anleitung_zur Verwendung_der_Programme 

1. Eingabe des Programms.

2. Start der Rechnung und Anzeige der Partialsummen zur

Approximation von Si(x) durch x RTN R/S bzw. x RST R/S.

Mögliche Wiederholungen: Schritt 2.

Diese Programme können bei der Berechnung anderer unendlicher

Reihen verwendet werden; hierzu ist das Unterprogramm zur Be-

rechnung der Quotienten q(n) geeignet zu ersetzen, und zu

Beginn des Hauptprogramms wird die Wertzuweisung a+an da-

durch den jeweiligen Erfordernissen angepaßt, daß der Wert

a” zwischen STO O und STO 1 eingefügt wird, falls er von
°

X verschieden ist.

x = 0.5 x=1 X = 1.5

6, 5000C6606 1. 000660060 1, 5080300606
. 493055556 0.344444445 1.312500066
6.4537167639 6946111111 1.325156250
8.493107416 0, 546682767 1.324671955
6.492107418 8946683073 1.324683726
8.4931067418 8. 946083676 1.324683525

6.946053670 1.324663531
8946063078 1.324683531

1.324683531
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x=2 x=3 x = 10

2, 000060008 3, 000000660 10, 06000000
1.555%355556 1, 506600006 -45, 53533999
1, 6888RAÄRGS 1, 905600006 1221111112
1, 605260771 1,543010264 -162, 3356065
1.605417542 1.849036936 143, 6568351
1.605412675 1.5648633544 -33,. 568960450

1.605412979 1.8466532353 35.64156160

1,.605412577 1.945652567 -11,.337956557
1.605412977 1, 645652526 5 156393896
1,.605412577 1.648652D5E7 8.871743757

1.8456525E7 1.863756576
1.8466525E7 1, 6356067235

1.661395653
1.ES759IE92
1.6555383691
1.65834446i

658547551
658347675
EDEI4T694
‚658347693
‚655347693
‚696347693

1
1
1.
1
1
1

Konvergiert eine unendliche Reihe ag + a, + a, + ... auf

Grund des Leibnizschen Konvergenzkriteriums oder nach dem

Quotientenkriterium, so wird der Fehler der Partialsumme

S gegenüber dem Reihenwert abgeschätzt durch ö|an+1l mit

einer von n unabhängigen Zahl 6, für das Leibnizsche Kriterium

ist $ = 1 (s. [9] 1.2.). Man kann dann die obigen Algorithmen

dadurch erweitern, daß man die Berechnung weiterer Partial-

summen abbricht, sobald |a eine vorgegebene Schranke
n+1'

unterschreitet.

Für größere Werte von x verhalten sich Potenzreihen häufig

numerisch ungünstig. Treten nämlich zu Beginn der Summation

‚sehr große.Summanden auf, so wirkt sich schließlich die

spätere Addition der dann kleiner werdenden Summanden numerisch

nicht mehr aus, so daß keineswegs die erhoffte Genauigkeit

erreicht wird. Im Fall alternierender Reihen können zusätz-

lich Auslöschungseffekte bei der Subtraktion nahezu gleich

großer Zahlen zu erheblichen Genauigkeitsverlusten führen.



3, BERECHNUNG VON NULLSTELLEN
 

Wir befassen uns in diesem Kapitel mit einigen einfachen Ver-

fahren zur Berechnung von Nullstellen reeller Funktionen. Die

Methode der Intervallhalbierung und die quadratische Inter-

polation beruhen auf einem Vorzeichenwechsel der betrachteten

Funktion und sind daher auf reellwertige Funktionen beschränkt.

Die anderen Verfahren können auf größeren Rechenanlagen auch

bei komplexwertigen Funktionen verwendet werden, Verallge-

meinerungen der hier betrachteten Methode der sukzessiven

Approximation dienen in den Kapiteln 9 und 10 zur iterativen

Lösung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme. Ent-

sprechend ist es auch möglich, das Newtonsche Verfahren auf

nichtlineare Gleichungssysteme zu übertragen.

3,1. DiE METHODE DER INTERVALLHALBIERUNG

Ist f eine stetige Funktion, die an den Punkten a und b ver-

schiedene Vorzeichen hat,

f(a)f(b)<O,

so gibt es mindestens eine Nullstelle z von f zwischen a und

b (Zwischenwertsatz). Eine solche Nullstelle kann durch

Intervallhalbierung näherungsweise ermittelt werden. Man be-

rechnet dazu das Vorzeichen des Funktionswertes f(x) im

Mittelpunkt x = %(a + b). Ist f(x)+£0, so hat eines der beiden

Teilintervalle mit den Endpunkten a und x bzw. x und b wieder

die Eigenschaft, daß £f an den

Endpunkten verschiedene Vor-

zeichen hat, und es enthält

somit eine Nullstelle von f.

Dieses Vorgehen wird wieder-

holt, bis die Intervallänge

und damit die Kenntnis über

die Lage der Nullstelle eine

gewünschte Genauigkeit 6
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unterschreitet. Bei dieser Methode wird also durch fortge-

setzte Intervallhalbierung eine Nullstelle eingeschachtelt.

Daher sind auch die Bezeichnungen Intervallschachtelungs-

verfahren sowie Bisektion gebräuchlich,.

Imn-ten Schritt des Verfahrens dient die Intervallmitte Xn

als Näherung für die Nullstelle z, und es gilt die Ungleichung

b-a
22

Diese Ungleichung ist eine sogenannte a-priori-Fehlerab-

Ixn - 2]elx, - xnl =

schätzung. Mit ihr ist man in der Lage, bereits vor Beginn

der Rechnung die Anzahl der Schritte des Verfahrens zu er-

mitteln, die höchstens erforderlich sind, um eine Näherung

der Nullstelle z mit gewünschter Genauigkeit zu erreichen.

Algorithmus 17 Algorithmus_ 2

Voraussetzung: £(a)f£f(b)<0O Voraussetzung: f(a)>0,f(b)<0O

Eingabe: Unterprogramm für f;

6, a, b.

Anzeige: XOr X4r Xar Xi

n ist der kleinste Index mit |x,_-x,_4|<8.

[T[ ]
y + £(a)

x +} (a + b) x ++4 (a + b)
Anzeige x Anzeige x

y£(x) : O f(x) : O <

a + X a + X ‘__]

b+ x b + x

Ib- al : 62 Ib- al : 62
Stop Stop
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Für beide Algorithmen ist das Bestehen der Ungleichung a<b

nicht erforderlich. Vor Beginn der Rechnung muß die Gültig-

keit des Vorzeichenwechsels f(a)f(b)<O überprüft werden. In

der Rechnung selbst tritt f£f(b) nicht auf, so daß dafür kein

Speicherplatz reserviert wird.

Bei dem Vergleich von yf(x) mit O in Algorithmus 1 ist von y

nur das Vorzeichen von Bedeutung; deshalb wird die anfäng-

liche Wertzuweisung y+f(a) während der gesamten Rechnung

nicht geändert.

In Algorithmus 2 ist a derjenige Punkt, für den der Funktions-

wert positiv ist. Durch diese Festlegung vereinfacht sich der

Algorithmus gegenüber Algorithmus 1; es wird kein Speicher-

platz für y benötigt, und es entfällt die Berechnung des

Produkts yf(x) in jedem Schritt des Algorithmus. Außerdem

tritt bei Algorithmus 2 nur an einer Stelle die Berechnung

eines Wertes der Funktion f auf. Daher ist diese Form des

Algorithmus auch für programmierbare Taschenrechner ohne

Unterprogrammtechnik möglich.

In beiden Algorithmen wird nicht überprüft, ob eine erhaltene

Näherung x für die gesuchte Nullstelle bereits selbst Null-

stelle ist, also f(x) = O erfüllt. Infolge der unvermeid-

lichen Rundungsfehler bei der Auswertung der Funktion f ist

nämlich eine Abfrage "f(x)=O0 ?" nicht sinnvoll. Eine der-

artige Abfrage kann jedoch numerisch dadurch realisiert

werden, daß man bei Kenntnis der Größenordnung der Funktions-

werte von f und der Rechengenauigkeit die Berechnung weiterer

Näherungen für die Nullstelle dann abbricht, wenn f(x) dem

Betrag nach eine vorgegebene Schranke e unterschreitet. Die

zugehörige Verzweigung würde in den obigen Algorithmen ein-

gefügt werden zwischen Anzeige x und der Verzweigung in Ab-

hängigkeit des Vorzeichens von f(x).
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Im folgenden geben wir die Taschenrechnerprogramme zu

Algorithmus 17 an.

Programm für _HP-67/97
 

 

      
 

Datenspeicher R° R1 äl S3 Ra
6 a b X Y

Hauptprogramm

001 LBL_ RCL 1 B STO 4 Y + £(a)

005 LBL RCL 1 RCL 2 +2 +STO 3 x + (a + b)
012 PRTx Anzeige x

013 B RCL 4 * x<0O? GTO 1 wenn yf(x)<o

018 RCL 3 STO 1 GTO 2 a+X ;]

021 LBL_1 RCL 3 STO 2 |ib<—x

024 LBL_2 RCL 2 RCL 1 - ABS R |b-a|

029 RCL O x<y? GTO O wenn 6<|b-a|

032 R/S

Unterprogramm f(x)

033 LBL_B

Programm_für TI-58/59

Stop

 

 

       

ROO R01 R02 R03 R04
Datenspeicher

6 a b X y

Hauptprogramm

000 Lbl_A RCL 1 B STO 4 Y + £(a)
007 Lbl_INV RCL 1 + RCL 2 = Rx +a+b

015 +2=8STO 3 x +} (a +# b)
020 Prt Anzeige x

021 B * RCL 4 = CP INV x>t 1Inx wenn yf(x)<o

030 RCL 3 STO 1 GTO CE a+X ;1

036 Lbl_lnx RCL 3 STO 2 [;b+x

042 Lbl_CE RCL O x++t +6

047 RCL 2 - RCL 1= |x| x>t INV wenn |b-a|>6

056 R/S Stop
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Unterprogramm f(x)

057 Lbl B

Anleitung_zur_Verwendung_der_Programme

1

2. Eingabe des Unterprogramms B für die Funktion f; es wird

Eingabe des Hauptprogramms.

der Funktionswert von f für denjenigen Punkt berechnet,

der sich bei Aufruf des Unterprogramms im Anzeigeregister

befindet; bei Rücksprung in das aufrufende Programm wird

der berechnete Funktionswert im Anzeigeregister über-

geben.

3. Eingabe der Schranke 6 für die Beendigung der Rechnung so-

wie der Anfangspunkte a und b

bei den Rechnern HP-67/97: 6 STO O a STO 1 b STO 2,

bei den Rechnern TI-58/59: $ STO 00 a STO O01 b STO 02.

4. Berechnung und Anzeige der Näherungen SN für

Zz: A.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für eine andere Auswahl von 6, a, b;

ab Schritt 2 für eine andere Funktion f.

Beispiel

Die Funktion f(x) = sin x, 2<x<4, besitzt die Nullstelle

z = T, z wird durch Intervallhalbierung näherungsweise be-

rechnet,.

Das Unterprogramm B lautet

für HP-67/97:

033 LBL_B SIN RTN Rx+sin X, Rücksprung,

für TI-58/59:

057 Lbl _B sin INV SBR Rx+sin X, Rücksprung.

Vor Start der Programmausführung muß der Rechner auf das

Bogenmaß (Radiant) eingestellt werden: RAD. Mit & = 107°,

a = 4, b = 2 entstand das folgende Ergebnis.

4 Hainer, Numerische Algorithmen
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In dem Beispiel ist der Wert 3.141601563

eine wesentlich genauere Approximation für

z = T als die nachfolgenden Näherungen; je-

doch kann diese Eigenschaft von dem Ver-

fahren nicht ausgenutzt werden. Das Ver-

fahren konvergiert langsam aber sicher.

Zufällig erreichte sehr gute Näherungen

für z können höchstens durch a-posteriori-

Fehlerabschätzungen erkannt werden, nicht

jedoch auf Grund der hier verwendeten

a-priori-Fehlerabschätzung.

 

3,2. DIE METHODE DER SUKZESSIVEN ÄPPROXIMATION

FIXPUNKTE

Ist eine Funktion g gegeben, so heißt eine Zahl z ihres

Definitionsbereichs ein Fixpunkt von g, wenn sie Lösung der

folgenden Gleichung ist:

z = g(z).

In der graphischen Darstellung der Funktion g sind Fixpunkte

gegeben als Schnittpunkte

der Geraden y = x mit der y

Kurve y = g(x). Für eine
 

stetige Funktion g auf ei-

nem Intervall I = [a,b],

die I in sich abbildet, &

g(x)EI für xEI,    gibt es mindestens einen Xx

Fixpunkt in I.
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Zur rechnerischen Ermittlung von Fixpunkten dient das Ver-

fahren der sukzessiven Approximation. Ausgehend von einem

Anfangswert X wird eine Folge von Näherungen berechnet nach

der Vorschrift

Xi41 * g(xt)‚ t=0,1,2,... .

Unter der obigen Voraussetzung g: I+I kann diese Folge für

beliebige Anfangsnäherungen Xg aus I gebildet werden.

Die Funktion g wird kontrahierend genannt, wenn sie eine

Lipschitz-Bedingung

Jg(x) - g(y)|<alx - yl‚ı x,yEI, mit O<q<1

erfüllt. Für differenzierbare Funktionen ist diese Bedingung

gleichwertig zu

Jg'(x)|<a<1, xeEI.

Ist nun g: I+I kontrahierend, so gibt es eine eindeutig be-

stimmte Lösung z der Gleichung z = g(z) in I, und für jedes

xo€I konvergiert die Folge XorX4/X2r-++ gegen z mit den

Fehlerabschätzungen
t

_ —I_ - —I_ - =Ix, zl< 1_q]xt xt_1[5 1_q|x1 xo|, t=1,2,...

(s. [9] 2.2.). Die hierin enthaltene a-priori-Fehlerab-

schätzung |x, - z|iqt/(1 - q)°lx1 - xol erlaubt die folgende

Anwendung: schon zu Beginn der Rechnung kann aus der Kenntnis

von q,Xo und X4 festgelegt werden, wie viele Schritte

höchstens erforderlich sind, um den Fixpunkt z mit einer ge-

wünschten Genauigkeit näherungsweise zu berechnen. Die a-

posteriori-Fehlerabschätzung |x, - z|<q/(1 - q)}lx, - Xe.1

kann erst während des Ablaufs der Rechnung eingesetzt wer-

den; sie liefert im allgemeinen eine genauere Abschätzung

des Fehlers. Aus der a-posteriori-Ungleichung folgt, daß

hier z mit entsprechender Genauigkeit approximiert ist, wenn

sich zwei aufeinanderfolgende Näherungen nur noch wenig

unterscheiden.
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Die Methode der sukzessiven Approximation wird bereits durch

den folgenden einfachen Algorithmus 1 erfaßt, in welchem die

aufeinanderfolgenden Näherungen angezeigt werden. In Algorith-

mus 2 wird die obige Folgerung aus der a-posteriori-Fehler-

abschätzung berücksichtigt, indem die Rechnung beendet wird,

sobald zwei aufeinanderfolgende Näherungen die Ungleichung

IXn - Xpn-1l<e erfüllen.

Algorithmus 1 Algorithmus 2

Eingabe: Unterprogramm für g Eingabe: Unterprogramm für g

X=X E, X = X
o °

Anzeige: XorX4grXareee Anzeige: xo‚x1‚...,xn.

]
[iAnzeige X Anzeige x

X + g(x) y + g(x)
Ix-yl: e<
x+y ]
Anzeige y

Stop

Interessiert man sich im Fall des Algorithmus 2 nur für die

letzte Näherung Xn' SO entfällt die erste Zeile mit

"Anzeige x". Nachfolgend sind Taschenrechnerprogramme zu

Algorithmus 2 wiedergegeben.

Programm für HP-67/97
 

 

    
Ro R1

Datenspeicher
€ X

Hauptprogramm

001 LBL_A STO 1 PRTx RatX/ Anzeige x

004 B ENTER ENTER y+g(x)

007 RCL 1 - ABS RCL O x>y? GTO O wenn |x - yl|<e

013 R+ Rt+ GTO A X+y _;1

016 LBL_O R+ R+ PRTx R/S Anzeige y, Stop
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Unterprogramm g(x)

021 LBL_B

Programm_für TI-58/59
 

 

     

R R R
Datenspeicher 00 91 02

€ X Y

Hauptprogramm

000 Lbl A STO 1 Prt R01+x‚ Anzeige x

005 B STO 2 RCL O0 x—+&t y+g(x), RT+s

011 RCL 1 - RCL 2 STO 1 = RX + X - y und x+y

019 |x| INV x>t INV wenn |x - yl<e

023 RCL 1 GTO A Rx+x

027 Lbl_INV RCL 2 Prt R/S Anzeige y, Stop

Unterprogramm g(x)

033 Lbl_B

Anleitung_zur Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Hauptprogramms .

2. Eingabe des Unterprogramms B für die Funktion g; aus x im

Anzeigeregister wird der Funktionswert g(x) berechnet; x

ist gleichzeitig auch in R1 gespeichert. Bei Rücksprung

in das aufrufende Programm wird der berechnete Funktions-

wert im Anzeigeregister übergeben.

3. Speichern von e für die Abbruchbedingung: € STO O bzw.

€ STO O0O0.

4. Berechnung und Anzeige von XorXgre + 1Xn: X0 A,

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 4 für eine andere Anfangsnäherung Xoi

ab Schritt 3 für eine andere Genauigkeitsabfrage;

ab Schritt 2 für eine andere Funktion g.
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In dem Programm für die Rechner HP-67/97 ist kein Datenregi-

ster für y reserviert, da es ausreicht, y im Stapelregister

zu führen. In dem Programm für die Rechner TI-58/59 dient

das Vergleichsregister RT hier nur zur Aufnahme von e. Wird

RT in dem Unterprogramm B nicht verwendet, so kann für die

TI-Rechner Schritt 3 der Anleitung zur Verwendung des Pro-

gramms ersetzt werden durch €& x—&t, und die Anweisungen 008

bis 010 können entfallen. Das Datenregister R wird in die-
00

sem Fall dann nicht zur Aufnahme von e benötigt.

Beispiel

Die Funktion g(x) = cos x erfüllt die obigen Voraussetzungen

zum Beispiel in dem Intervall I = [0,1.5]. Daher kann die

Lösung von z = cos z durch sukzessive Approximation ermittelt

werden.

Das Unterprogramm B lautet

für HP-67/97

021 LBL_B COS RTN Rx+cos X, Rücksprung,

für TI-58/59

033 Lbl B cos INV SBR Rx+cos x, Rücksprung,.

Vor dem Beginn der Programmausführung werden die Rechner

auf das Bogenmaß eingestellt: RAD.

2 -3
e = 10 *, Xxo > 1.5 e = 10 ”, Xo > 0.5

1.500000066 v&r 6, 506800000 r
8.870737202 daxk 0, 677552562 aM
8.997499167 44 0, E39012494 wus
8.542404992 &44 0, 602655101 #&M
0, 556462709 xxk 0.694776027 a&n
8.655108802 4a& 6.766195631 was
8.792981646 u84 0.715105446 war
8.701724168 au 0.752355760 k#
8.763730311 444 6.730081063 ww
6, 722261082 wön 8.745120341 aar
8.750312886 &44 8.735006305 a#
8.751475558 44a 6.74i626523 wak
6.744189567 aun 8.737235725 ww
0.735637098 &u 0.740329652 auk

0.738246235 44#
8.735649963 d#r
6.736704539 abx
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NULLSTELLEN

Das Verfahren der sukzessiven Approximation kann auch zur

Berechnung von Nullstellen verwendet werden.Hierzu müssen die

Nullstellengleichungen der Form f(x) = O in gleichwertige

Fixpunktgleichungen x = g(x) umgeformt werden. Eine einfache

Möglichkeit ist beispielsweise g(x) = x + f(x). Die Fixpunkte

von g sind dann die Nullstellen von f.

Beispiel

Wir betrachten wieder die Funktion f(x) = sin x, 2<x<4, mit

der Nullstelle z = T. Für g(x) = x + sin x, 2<x<4, sind die

obigen Voraussetzungen erfüllt. Das Unterprogramm lautet

jetzt

für HP-67/97

021 LBL_B ENTER SIN + Rx + x + sin x

025 RTN Rücksprung,

für TI-58/59

033 Lbl B ( CE + CE sin ) Rx + Xx + sin x

041 INV SBR Rücksprung .

Nach Einstellen auf Bogenmaß durch die Anweisung RAD ergaben

sich mit e = 10_3 und Xo > 2 die folgenden Näherungen.
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3,3, DAS NEWTONSCHE VERFAHREN

Bei dem Newtonschen Ver-

fahren zur näherungswei-

sen Bestimmung von Null-

stellen geht man aus von

einer Näherung Xo für die

Nullstelle z von f. Die

Tangente in dem Kurven-

 

punkt (xo‚f(xo)) ist ge-

geben durch

t(x) = £(xgo) + f'(xo)(x - xo).

wird als neue Näherung für z betrachtet,

xx -E
1 o f'(xo) ©

Durch Wiederholen dieses Vorgehens mit der jeweils erhal-

tenen Näherung entsteht eine Folge von Punkten (xt) nach der

Vorschrift des Newtonschen Verfahrens,

X = X. - ££f£l—
t+1 t f'(xt) ’

Hier darf die Ableitung £f' nirgends in dem betrachteten Be-

reich verschwinden. Ist f' stetig, so kann £f'(x)+40 in einer

Umgebung der Nullstelle z durch die Voraussetzung f'(z)+o

sichergestellt werden. Das bedeutet, daß f in z nur eine

einfache Nullstelle haben soll, was als Bedingung für günsti-

Ihre Nullstelle X4

t= 0,1,2,... +

ges Konvergenzverhalten der Folge (xt) auch aus der geo-

metrischen Bedeutung des Verfahrens verständlich ist.

Das Newtonsche Verfahren kann aufgefaßt werden als eine

spezielle Methode der sukzessiven Approximation X441 * g(xt)

mit der Funktion g,

gi(x) = x - £.”8„ . 

Auf Grund von g'(x) = f(x)f"(x)/f'(x)2 ist g eine Kontraktion

in einer geeigneten Umgebung der Nullstelle z von f. Liegt

die Näherung Xo hinreichend nahe bei der gesuchten Nullstelle,
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so zeigt sich hier jedoch ein wesentlich besseres Konvergenz-

verhalten: Ist f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion

mit f'(x)+#0, dann gibt es eine Konstante q, 0<q<1, so daß

Konvergenz herrscht mit der a-priori-Fehlerabschätzung

t
Ix. - z|iconst-q(2 )

sowie mit der a-posteriori-Fehlerabschätzung

2Ix, z]iconst-lxt - xt_1|

(s. [9] 2.3.). Die a-priori-Fehlerabschätzung zeigt die

schnelle Konvergenz des Newtonschen Verfahrens in der Nähe

der Nullstelle. Mit der a-posteriori-Fehlerabschätzung ist

man in der Regel berechtigt, aus einem nur noch geringen

Unterschied zweier aufeinanderfolgender Näherungen zu schlie-

ßen, daß z bereits gut approximiert ist.

Liegt die Anfangsnäherung nicht dicht genug bei der gesuchten

Nullstelle, so kann das Newtonsche Verfahren versagen. Das ist

insbesondere in der Nähe von lokalen Extremalstellen oder

Wendepunkten der Fall.

Häufig ist es zweckmäßig, zur numerischen Ermittlung der

Nullstelle einer Funktion zunächst mit einem sicher konver-

genten Verfahren zu beginnen, zum Beispiel mit der Methode

der Intervallhalbierung; man berechnet damit Näherungen für

eine Nullstelle z, jedoch konvergieren solche Verfahren

langsam. Hat man die Nullstelle z mit mäßiger Genauigkeit

approximiert, so liefern dann noch wenige Schritte des New-

tonschen Verfahrens sehr gute Approximationen für z.

Beispiele

Wir betrachten zunächst wieder f(x) = sin x, 2<x<4. Es können

die Programme für die sukzessive Approximation aus dem vori-

gen Abschnitt angewandt werden für g(x) = x - £f(x)/£'(x) =

X - tan x. Das zugehörige Unterprogramm B für den dortigen

Algorithmus lautet
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für HP-67/97:

021 LBL_B ENTER TAN - RX + x - tan x

025 RTN Rücksprung,

für TI-58/59:

033 Lbl B ( CE - CE tan ) R 6 X- tan x

041 INV SBR Rücksprung.

Mit e = 1O_4 und den Anfangsnäherungen x. = 3, 2, 1.95,
°

1.9, 1.8 ergaben sich die folgenden Ergebnisse,

3. 000000006 2,000000806 1.958060000 1.9006000600 1.60B8060066
3, 142546545 4, 185039863 4.455475468 4.827097515 6,086261675
3, 141552653 2.467633675 8.590220869 13,580657490 6.285770917
3. 141592654 3,.266156277 -8.079654718 12.13675257 6.283185301

3, 14694391E 0.800168895 12.59491130 6.283185307
3.141592654 -1.6000080006-12 12,56636286
3. 141592654 9.888080805 12.56637061

Für Xo > 3 zeigt sich die schnelle Konvergenz, wie sie für

das Newtonsche Verfahren erwartet wird. Mit Xo * 2 herrscht

langsamere Konvergenz als bei der Lösung derselben Aufgabe

mit der Methode der sukzessiven Approximation Xr41 > XE +

sin x, im vorangehenden Abschnitt; x_ liegt nicht nahe genug

bei där Nullstelle z = 7, so daß dieoschnelle Konvergenz des

Newtonschen Verfahrens nicht von Anfang an gilt. Die Anfangs-

näherungen 1.95, 1.9 und 1.8 zeigen, daß das Newtonsche Ver-

fahren in der Nähe von Extremalstellen von der benachbarten

Nullstelle wegführen kann.

Die positive Nullstelle von f(x) = x2 — a, a>0, ist z = YVa.

Für diese Funktion f lautet das Newtonsche Verfahren

x2_ax M_I
t+1  7t 2X. 2 t

Für jedes x0>0 herrscht Konvergenz gegen Va, für jedes

a
X (x, + —).

Xe

xo<o konvergieren die Näherungen X4 rX,s-++. gegen -Va. Dies

ist das historische Verfahren von Heron zur Berechnung von
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Va. Es ordnet sich hier als Spezialfall des Newtonschen Ver-

fahrens ein, wodurch seine schnelle Konvergenz verständlich

wird.

Entsprechend liefert das Newtonsche Verfahren für f(x) =

xv — a, a>0, v+o‚ bei geeigneter Anfangsnäherung Xo die Lö-

Sung z = a1/v. Die Näherungsfolge wird berechnet gemäß
vX,-a

= __ 2 - —a_Xa41 > Xr v >5 ((v-1)x. + Z7)-
VexXL Xr

DAS NEWTONSCHE VERFAHREN FÜR POLYNOME

Im Fall von Polynomen

_ n
£f(x) = a + a,xX + ... + a„X

ist die Berechnung der Funktionswerte von f und f' besonders

einfach. Man erhält sie rekursiv mit Hilfe des Horner-

Schemas,

bn = ar bk = ay + ka+1’ k =n-1,...,0: bo = f(x),

cn > bn' x = bk + XCy417 k=n-1,...,1: ci > £'(x).

Algorithmus Voraussetzung: Xo sei geeignete Anfangsnäherung

Eingabe: n, ao,a1,...,an;

X=Xo

Anzeige: XorXgrXareee

[2o[2 [[ [[ ] *[ »] *|
 

Anzeige x

b + C

c+b

k = n-1(-1)1

b+ ay + xb

c+b + xc

b+ ag + xb

xex-B
c
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Programm für _HP-67/97
 

 

             
Datenspeicher RO R1 R2 R3 4 R5 a Rn+4 RI

b c n X ol arl 4 an Adr a

=k+4

n<20
Einleseprogramm

001 STO 2 4 STO I R2+n, k+0

004 LBL_O R/S Stop <——i]

006 STO (i) ISZ I GTO O Rk+4+ak’ k+k+ 1,

Hauptprogramm

009 LBL_A STO 3 R3+x

011 LBL_1 RCL 3 PRTx Anzeige x ——

014 RCL 2 4 + STO I k+n

018 RCL (i) STO O STO 1 DSZ I b+an‚ c+b, k+n - 1

022 LBL_2 RCL 3 STO * O STO * 1 bexb, c+xc

026 RCL (i) STO + O RCL O STO + 1 b+ ak +b, c+b+c

030 DSZ I 4 I x>y? GTO 2 k-+ k - 1, wenn k>0

035 RCL 3 STO * O RCL (i) STO + O b + ao + xb

039 RCL O RCL 1 + STO - 3 GTO 1 x + x - b/c,

Programm für TI-58/59

 
 

 

            

R R R R R R R ... /R
Datenspeicher 00 01 02 03 04 05 06 n+5

b c n X Adr a,| 3ag ay |-.. 3

=k+5

Einleseprogramm

000 STO 02 5 STO 4 Ro2*Nı k+0

005 Lbl_INV R/S Stop $——i]

008 STO Ind 4 Op 24 GTO INV R +a,, k+k + 1,
k+5
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Hauptprogramm

014 Lbl A STO 3 R03+x

018 Lbl _lnx RCL 3 Prt Anzeige x ———_

023 RCL 2 + 5 = STO 4 k-n

030 RCL Ind 4 STO O STO 1 Op 34 b+an‚ c+b, k-n - 1

038 Lbl_CE RCL 3 Prd O Prd 1 b+xb, c+xc

046 RCL Ind 4 SUM O RCL O SUM 1 b+ ak +b, c+b+c

054 Op 34 RCL 4 x—t 5 INV x>t CE Kk +Kk - 1, wenn k>0

063 RCL 3 Prd O RCL Ind 4 SUM O b-+ ao + xb

071 RCL O + RCL 1 = INV SUM 3 X + x - b/c

080 GTO lnx

Anleitung_zur _Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Programms.

2, Eingabe der Koeffizienten des Polynoms:

n,RIN bzw. RST, R/S an R/S a R/S ... R/S an R/S.

3. Start der Rechnung und Anzeige der Näherungen

XorX4)rX2re 443 X99 A,

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für eine andere Anfangsnäherung Xgr

ab Schritt 2 für ein anderes Polynom.

Beispiel

Durch Wahl verschiedener Anfangsnäherungen wurden die Null-

stellen von f(x) = - 0.09 + 0.68 x -1.5x2 + x3 bestimmt.
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3,4, REGULA FALSI

Die Regula falsi oder Sekantenmethode zur näherungsweisen

Bestimmung von Nullstellen beruht auf der folgenden geometri-

schen Überlegung. Kennt man zwei Näherungen X und X4 für die

Nullstelle z von f, so bildet man die Sekante an die Kurve

(x,£(x)) durch die Punkte (xo,f(xo)) und (x1,f(x1)); sie ist

gegeben durch
f(x1)-f(xo)

s(x) = £(x,)+(X-X )—— -
1 1 X4 = x0

Ihre Nullstelle X- dient als

neue Näherung für die gesuchte

Nullstelle z,

X1 - %o
2 £(x.)-£(xo) *

Durch Wiederholung dieser

X, = x1—f(x1)

Überlegung mit den Näherungen

X; und X UsW. erhält man eine

 

Folge von Punkten Xr nach der

Vorschrift
X - x
t t-1X = X - f(xss

t+1 t t f(xt) f(xt_1)

Wenn das Verfahren nicht mit einer Näherung x =2 abbricht,

so konvergiert die Folge der Näherungen XorX4/X)r-<. gegen

eine Nullstelle z von f. Unter denselben Voraussetzungen wie

für das Newtonsche Verfahren herrscht hier ähnlich gute

Konvergenz: Ist f zweimal stetig differenzierbar, gilt

£f'(x) + O, und sind XOr X4

eine Konstante q, 0<q<1, so daß die a-priori-Fehlerab-

nahe genug bei z, dann gibt es

schätzung

kt|xt - z]<const.q , +t=0,1,2,...,

und die a-posteriori-Fehlerabschätzung

Ix, - zl<const.|xt_xt._1l'lxt_xt_2ll t=2,3,...7

gelten (s. [9] 2.4). Hierbei sind kt die Fibonaccischen

Zahlen
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ko= 1, k = 1, k = kıg + kın

Mit ihrer Eigenschaft kt = 0.723-(1.618)t für t>>1 erkennt

man aus der a-priori-Fehlerabschätzung bei Vergleich mit dem

t=2,3,... «

Newtonschen Verfahren die etwas langsamere Konvergenz der

Regula falsi. Auch die a-posteriori-Fehlerabschätzung zeigt,

daß hier |x,-z| mit dem Produkt |x,-x,_4|-|x,-x,_,| abge-

schätzt wird, was im allgemeinen größer ist als das Quadrat

|xt-xt_1l2 bei dem Newtonschen Verfahren. Dafür ist es hier

jedoch im Gegensatz zum Newtonschen Verfahren nicht erforder-

lich, daß für jede Näherung x, die Funktionswerte £f(x )
und f'(xt) berechnet werden; äenn an die Stelle von f?(xt)

im Newtonschen Verfahren treten hier die Differenzenquotien-

ten (f(x,) - £(x,_4))/(x,-X,_1)- Da f(x,_,) bereits in dem

vorherigen Schritt als f(xt) verwendet wurde, erlaubt es das

Umspeichern dieses Wertes in dem folgenden Algorithmus, daß

die Anzahl der Funktionswertberechnungen im Vergleich zu dem

Newtonschen Verfahren auf die Hälfte reduziert wird.

Algorithmus Voraussetzung: Xor X4 seien geeignete Anfangs-

näherungen

Eingabe: Unterprogramm für f,

X = Xgr Y = X4

Anzeige:

ulxyl
Anzeige x

u + £(x)

x0' X1, X2,... .

Anzeige y

V + £(y) <%____T

z « y - v.37X
v-u

Anzeige z

u+ V

X+Y  Y+Z
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Programm für HP-67/97
 
RO R1 R

u v X y
 

      
Hauptprogramm

001 LBL_A RCL 2 PRTx B STO O

006 RCL 3 PRTx

008 LBL _O B STO 1

011 RCL 2 RCL 3 STO 2 -

015 RCL O RCL 1 STO O -

019 + * STO - 3

022 RCL 3 PRTx GTO O

Unterprogramm f(x)

025 LBL_B

Programm für TI-58/59
 

 

      
Datenspeicher Roo R01 R02 R03

u v X Y

Hauptprogramm

000 Lbl A RCL 2 Prt B STO O

008 RCL 3 Prt

011 Lbl_INV B STO 1

016 * ( RCL 2 - RCL 3 STO 2 ) +

027 ( RCL O - RCL 1 ST0O O =

037 INV SUM 3

040 RCL 3 Prt GTO INV

Unterprogramm f(x)

045

Anleitung zur _Verwendung_der Programme

Lbl B

Anzeige x, u + f(x)

Anzeige y

V+£(y) &—

Rx+x-y und x+y

Rx*u-v und u+v

Z+y-V ä5% und y+z  Anzeige z,

Anzeige x, u + f(x)

Anzeige y

V+£(Y) <————m—
Rx+v(x—y) und x+y

Rx+v ä;% und u+v

z+y - V äE% und y+z  Anzeige z,

 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe des Unterprogramms B für die Funktion f. Bei Auf-

ruf dieses Unterprogramms ist die Stelle, an der die
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Funktion f berechnet werden soll, im Anzeigeregister ge-

speichert; bei Rücksprung in das aufrufende Programm be-

findet sich dann der berechnete Funktionswert im Anzeige-

register.

3. Eingabe der Anfangsnäherungen gemäß

x STO2 , x, STO 3 für HP-67/97,
o

Xo STO 02, x, STO 03 für TI-58/59.

4. Berechnung der Näherungen und Anzeige von XorX4grXare 43 A,

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für andere Anfangsnäherungen;

ab Schritt 2 für eine andere Funktion f.

Im Unterschied zu dem vorherigen Flußdiagramm kommen wir in

diesen Programmen ohne einen eigenen Datenspeicherplatz für

z aus. Dies wird dadurch ermöglicht, daß der reziproke

Differenzenquotient %E% in der Form ä5% berechnet wird und

daß gleichzeitig während dieser Berechnung v nach u und y nach

Xx umgespeichert wird.

Beispiel

Mit der Funktion f(x) = sin x folgte mit denselben Unter-

programmen B wie bei der Methode der Intervallhalbierung

für Xo > 2, X; > 4:

RD
2. 060060006 STüc
+4. 800006006 ST03

GS5BM
2, 0000006806 uxx
4, 600000000 xx
3.891525053 b
3, 147674957 wa
3.141596356 wwa
3, 141552654 aar
3.141552654 xxa

ERROÜR

5 Hainer, Numerische Algorithmen



54 3. Berechnung von Nullstellen

Wenn hier bei den Beispielen zwei aufeinanderfolgende

Näherungen x und y im Rahmen der Rechengenauigkeit überein-

stimmen, so gilt dann auch u = f(x) = v = f(y). Daher ergibt

sich im nächsten Schritt bei der Division durch u-v eine

Fehlermeldung. Sie zeigt also hier das Ende des Näherungs-

verfahrens an,

3,5. QUADRATISCHE INTERPOLATION

Wir betrachten nun wieder eine stetige Funktion f mit Vor-

zeichenwechsel, f(a)f(b)<O. Es existiert also mindestens

eine Nullstelle z von £ zwischen a und b. Vom Intervall-

halbierungsverfahren her ist uns die Methode bekannt, eine

Nullstelle z durch Intervalle einzuschachteln, in denen f

das Vorzeichen wechselt. In Erweiterung dieses Verfahrens

und des Vorgehens bei der Regula falsi wird hier nun das

Interpolationspolynom zweiten Grades durch die Punkte

(a,f(a)), (b,f(b)) und (c‚,f(c)) verwendet, mit c = %(a+b).

Seine Nullstelle x dient als Näherung für z. Ist f(x) + 0,

so wählt man aus den Punkten a, b, c, x das kleinste Inter-

vall, das einen Vorzeichenwechsel enthält, und wiederholt

das Vorgehen.

Das Interpolations-

polynom zweiten Grades

durch die Punkte (a,f(a)),

(b,£(b)), (c‚,f(c)) ist ein-

deutig bestimmt; mit der

Abkürzung h = %(b—a) lautet

es

 

(£(a)+£(b)-2£f(c)), tER.(t-0)?
2

2h
p besitzt zwischen a und b genau eine Nullstelle. Zu ihrer

Berechnung ist die Gestalt

p(t) = £(0)+ ÄS(£(b)-£(a))+
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p(c+hs) = as? +gs+Y, s= %(t-c), Isl<1,

zweckmäßig, mit den Koeffizienten

a = %(f(a)+f(b)-2f(c)), B = %(f(b)-f(a))‚ Y = £(c).

Es ist ß + O, während @ = O möglich ist. In diesem Fall wird

p ein Polynom ersten Grades, die Sehne durch die Punkte

(a,f(a)), (b,f(b)) der Kurve (x,f(x)), mit der Nullstelle

Xx = c - hy/ß. Für a + O besitzt die quadratische Gleichung

as” + ßs + y = O zwei reelle Lösungen, wovon nur die betrags-

mäßig kleinere,

o>= ä% (- B + sgnß V82-4ay ) s

der Ungleichung lso|51 genügt. Diese Darstellung ist für kleine

Werte von @ jedoch numerisch ungünstig. Wegen ß + O kann s

s

o
auch geschrieben werden in der Form

s = - —28
°

1+V1-4ay/82

Für a+0 entsteht hieraus S0

Die Nullstelle x = c+hs0 des Polynoms p dient dann als

Näherung für eine Nullstelle von f zwischen a und b,

= -y/ß, die Lösung von ßs+Y = O.

= —2hy/8___X=C-

1+\/1-40n(/82

Das somit erhaltene Näherungsverfahren zur Berechnung von

Nullstellen bei stetigen Funktionen mit Vorzeichenwechsel

konvergiert, da es sich um eine Intervallschachtelung han-

delt. Es ist schnell konvergent, wie die Untersuchung

numerischer Beispiele zeigt.

In dem folgenden Algorithmus wird in der beschriebenen Weise

verfahren. In dem eingerahmten Teil wird dabei aus den

Punkten a, b, c, x das kleinste Teilintervall bestimmt, das

einen Vorzeichenwechsel von f enthält.



3. Berechnung von Nullstellen56

Algorithmus Voraussetzung: f(a)f(b)<0O

Eingabe: Unterprogramm für f,

a, b.

Anzeige: Die Näherungen XOr X4r Xareen

für eine Nullstelle z von f.

BBERABES

 

  

p + £(a)

q + £(b)

—> c+ %(a+b)

r + £(c)

5 e o + —2(b-a)r/(p-q)

1+V1+8r (2r-p-q) / (p-q) 2

Anzeige x

L St£@LL
r pr : O < 7

ı rs : O < ı

l a + l (4)
)k—pr+ '

ı a I
' P+

1 b '

ı —— ar )
ı ps : O < <—

! b+ c ı (2)
l q+r l
l a x '

' !
ı— P+7S ı
l b+ X <«&— ı (1)

ik— a7s '
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In diesem Algorithmus wird nicht benötigt, daß beispielsweise

a<b gilt.

Die Speicherplätze p, q, r‚ s nehmen berechnete Funktionswer-

te von £ auf, die im weiteren Verlauf umgespeichert werden.

Dadurch ist es möglich, in jedem Schritt des Verfahrens mit nur

zwei Funktionswertberechnungen auszukommen. Soll aus Gründen

der Speicherplatzersparnis auf die Reservierung der zugehöri-

gen Datenspeicherplätze verzichtet werden, so kann man dies

dadurch erreichen, daß wiederholt dieselben Funktionswerte

berechnet werden.

Bei der Ermittlung des kleinsten Teilintervalls mit Vor-

zeichenwechsel wird in dem eingerahmten Teil wie folgt ver-

fahren. Auf Grund der Ausgangssituation ist f(a)f(b)<0O. Zu-

nächst wird nach dem Vorzeichen von f(c) entschieden. Im

ersten Teil ist pr = f(a)f(c)<O, im zweiten Fall ist pr =

£(a)f(c)>0O.

Erster Fall: x liegt zwischen a und c. Gilt die Möglichkeit

(1): ps = f(a)f(x)<0O, so wechselt f zwischen a und x dasVor-

zeichen; a bleibt für den nächsten Schritt des Verfahrens als

Intervallendpunkt erhalten, b wird durch x ersetzt, die zu-

gehörigen Funktionswerte entsprechend. Im Fall der Möglich-

keit (2), ps = f(a)f(x)>0, wechselt f das Vorzeichen zwischen

X und c; daher wird b durch c sowie a durch x ersetzt, und

die zugehörigen Funktionswerte werden analog umgespeichert.

Zweiter Fall: x liegt zwischen c und b. Im Fall (3),

rs = £f(c)f(x)<O, wechselt £ das Vorzeichen zwischen c und x;

daher werden a durch c und b durch x ersetzt mit den zuge-

hörigen Funktionswerten. Ist (4): rs = f(c)f(x)>0, so

wechselt f das Vorzeichen zwischen x und b; b bleibt unver-

ändert, a wird durch x ersetzt, der zugehörige Funktions-

wert entsprechend.
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Die Berechnung des neuen Teilintervalls 1äßt sich kürzer fassen,

was wir in den anschließenden Programmen verwenden.

     

m{ 777 BrTTTD7 a
: rs : O < :

ı a+ x —— I

| k—— pDp+8 '

) )
l p+r l
! b+ x <—— I

|(——q+s '

: ps : O < <— :

l b+c ı

' q—+r —— '

 ErnnDLJ

 

Datenspeicher 

          

 

Hauptprogramm

001 LBL_A RCL O B STO 3 p * £(a)

005 RCL 1 B STO 4 q + £(b)

008 LBL _O RCL O RCL 1 + 2 + STO 2 c+ %(a+b)

015 B STO 5 r + £(c)

017 RCL 1RCLO- *2 %* R. + 2(b-a)r

023 RCL 3 RCL 4 - + R + 2(b-a)r/(p-q)

027 RCL 5 2 * RCL 3 - RCL 4 - Ry + 2r-p-q

034 RCL 5 * 8 * RCL 3 RCL 4 - x”? + R,y+8r(2r-p-q)/(p-q)°
043 1+VX1+ R{1+\/fi?:'.?

048 + RCL 2 + STO 7 xec+ 2(b-a)r/(p-q)
1+V1+8r.

052 PRTx B STO 6 Anzeige x, s + f(x)



055

060

065

068

071

076

079

082

088

RCL 3

RCL 5

LBL_1

RCL 6

LBL_2

LBL_3

RCL 6

LBL_4

RCL 2

3.5.

RCL 5

RCL 6

RCL 7

STO 3

RCL 2

RCL 7

STO 4

RCL 3

STO 1

Unterprogramm f(x)

093 LBL_B
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* x<O? GTO 4

* x<0O? GTO 2

STO O

GTO O

STO O RCL 5 STO 3

STO 1

GTO O

RCL 6 * x<O? GTO 3

RCL 5 STO 4 GTO 1

Programm für TI-58/59

wenn pr<0O

wenn rs<O

+ X ——

+ S, 

+c,p-+r

+ X ——  Qa
Ü

D
U

+ S, 

  wenn ps<O  b+c,q+r, —

 

 

          
Datenspeicher Roo Ro1 Ro2 Ro3 Roa Ros Ro6 Ro7

a b c p q r s X

Hauptprogramm

000 Lbl_A RCL O B STO 3 p + £(a)

007 RCL 1B STO 4 q + £(b)

012 Lbl INV RCL O + RCL 1 = + atb —
020 + 2 =STO 2 B STO 5 o + J(a+b), r+£(c)
028 * (RCL1-RCLO)*2%+ Ry + 2(b-a)r

039 ( RCL 3 -RCL4) + Ry + 2(b-a)r/(p-q)

047 ( (1+RCLS5 * R4 14r

054 (CE *2 -RCL3 - RCL4 ) * + (2r-p-q)

066 83% (RCL3-RCLA4)x?) Ru+1+8r (2r-p-q) / (p-q)

077 VX£+1)+RCL 2 = SI0 7 x«c+ 2(b-a)r/(p-q)
1+VT+8xr...

087 Prt B STO 6 Anzeige x, 8S + £(x)

091 CP R *O  
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092 RCL 3 * RCL 5 = INV x>t x—t wenn pr<O

101 RCL 5 * RCL 6 = INV x>t CE wenn rs<O

110 Lbl_lnx RCL 7 STO O a+* X <———

116 RCL 6 STO 3 GTO INV Pp-+s,

122 Lbl_CE RCL 2 STO O RCL 5 STO 3lba +c, p+r

132 Lbl_CLR RCL 7 STO 1 b+ X

138 RCL 6 STO 4 GTO INV q+s,

144 Lbl x+&+t RCL 3 * RCL 6 = RX + ps

152 INV x>t CLR wenn ps<0O

155 RCL 2 STO 1 b+c

159 RCL 5 STO 4 GTO 1lnx q+r,

Unterprogramm f(x)

165 Lbl_B

Anleitung_zur_Verwendung_der_Programme
 

1. Eingabe des Hauptprogramms.

2. Eingabe des Unterprogramms B für die Funktion f (wie bei

der Methode der Intervallhalbierung und der Regula falsi).

3, Eingabe der Punkte a und b

bei HP-67/97: a STO O, b STO 1;

bei TI-58/59: a STO 00, b STO 01.

4. Berechnung und Anzeige der Näherungen Xgr X4r Xareee für

die Nullstelle z: A.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für andere Ausgangspunkte a und b;

ab Schritt 2 für eine andere Funktion f.

Beispiel

Für f(x) = sin x ist das Unterprogramm B dasselbe wie in dem

Beispiel zur Methode der Intervallhalbierung. Mit a = 4,

b = 2 ergaben sich die folgenden Näherungen.
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Die numerische Berechnung der Funktionswerte von Inter-

polationspolynomen ist auf verschiedene Arten möglich. Wir

verwenden hier das Schema der iterativen linearen Inter-

polation. Ähnlich günstig ist die Newtonsche Darstellung von

Interpolationspolynomen, für die wir das Differenzenschema

berechnen. Wesentliches Hilfsmittel ist in beiden Fällen die

Berechnung der Spalten eines Dreieckschemas, das auch in

Kapitel 5 bei der Romberg-Integration Verwendung findet.

Es seien m + 1 paarweise verschiedene Punkte Xore 4Xn gege-

ben und Zahlen yo‚...,ym.

Dann gibt es ein eindeutig

bestimmtes Interpolations-

polynom p höchstens m-ten

Grades,

m
P(x) = agtajXt...+anX ,

das an den Stützstellen xj

die Funktionswerte yj an-

 

nimmt,

p(xj) > Yzr j=0,...,m.

Es ist gegeben durch die Lagrange-Darstellung

m m X-X

pix)= 3 v l —z -
k=0 7K 1=0 Xx”X1i

1+k

Bei der numerischen Berechnung erweist sich jedoch diese

Darstellung als nicht zweckmäßig; insbesondere ist es bei

Hinzunahme einer weiteren Stützstelle Xa nicht möglich,

bereits berechnete Ergebnisse weiter zu verwenden.

Wir bezeichnen das Interpolationspolynom zu den Punkten

Xr x‚+1‚...,xj+l mit pj‚...‚j+l; dann ist für 1 = O das

Polynom pj konstant,
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pj(x) = Yj' j =0,...,m.

Für 1 = 1,...,m genügen die Interpolationspolynome Pj
’

der Rekursionsformel (s. [9] 3.1.)
...4z/J3+1

= 1 _
Pa,, ... 3+41 00 > xj-xj+l((x X41 P3, ... , 3+1-1 00

- (x- 1(x)}, 3=0,...,m-1.X4)Pa41, ... ,3+
Daher können Funktionswerte des Interpolationspolynoms

p0,...‚m durch fortlaufende Berechnung der Spalten des fol-

genden Schemas der iterativen linearen Interpolation erhal-

ten werden.

Xo X X, ..< Xn-1 Xn

Yo Yı Y2 °° Ya-1 Ya
po’1(x) p1‚2(x) ... pm-2,m—1(x) Pm-1,m(x)

p0‚1‚2(x) ... pm-3,m-2,m-1(x) Rm—2,m-1‚m(x)

po,...,m-1(x) P1,...,m(x)

p0‚...,m(x)

Hieran zeigt sich der Vorteil dieser rekursiven Darstellung

der Interpolationspolynome; ist nämlich für einen Punkt x

der Funktionswert des Interpolationspolynoms po’.__,m(x) nach

diesem Schema ermittelt und möchte man die weitere Stützstelle

X41 berücksichtigen, so erhält man po'_._'m+1(x) durch Er-

gänzung des Schemas um eine weitere Spalte.

Wir betrachten nun die Newtonsche Darstellung des Inter-

polationspolynonms p = po’___,m‚

p(x) = y[xg] + (x-x)y[xgrxX4] + 004

+ (x-xo)° ... -(x—xm_1)y[xo‚...,xm],

mit den dividierten Differenzen
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Y[Xj] = le j = 0,...,m,

z —__y[xj‚...‚xj+1] = xj-x. (y[xj‚...‚x ]
j+1 j+1-1

'Y[xj+1‚.--‚xj+ll)‚ j = 0,...,m-1,

für l = 1,...,m. Man ordnet die dividierten Differenzen

yj,...‚j+l = y[xj,...‚xj+l] in dem sogenannten Differenzen-

schema an.

Xo X4 X, ... X- 1 Xn

Yo Yı Y2 ... Ym-1 Ya

Yo,1 Yı,2 °°*  Ya-2,m-1 Ya-1,m
Yo,1,2 °° Ya-3,m-2,m-1 Yam-2,m0-1,m

Yo,...,m-1 Yı,...,m

yO‚...‚ru

Für Interpolationspolynome höchstens m-ten Grades und für

dividierte Differenzen m-ter Ordnung haben die beiden ent-

stehenden Zahlenschemata eine gemeinsame Struktur. Es werden

jeweils die Spalten eines (m+1)-zeiligen Schemas

,0 %,1 %o,2 °°° Mo,m-1 Yo,m Y9,m+1
4,ı 91,2 99 "4,m-1 ım “41,m+1 ...

2,2 9° Y2,m-1 %m "2,m+1 ...

um-‘l‚m-1 “m-1,m um-1‚m+1

am um‚m+1 ...

ermittelt; auf Grund der obigen Rekursionsformeln berechnet

sich für 1i>0 das Element Ur

links oberhalb stehenden Elementen W_41,k A-1,k-1*

Setzen wir zur Vereinfachung und Speicherplatzersparnis vor-

aus, daß die Stützstellen äquidistant sind,

nur aus den beiden oberhalb und

und u

Xx = X +kh, k =0,1,2,...,/

80 gilt für die Interpolationspolynome
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{k * Pkei,... ,K 0%)
= s-k _ 22 _
EF

und im Fall der dividierten Differenzen ist

_ z _
Yıg * Ykei,...)k *IR Oi-1,k Yi-1,K-9)

Die letzte Zeile des so berechneten Schemas enthält dann die

Funktionswerte u (x) des Interpolations-
m, k+m > pk,...,k+m

polynoms höchstens m-ten Grades zu den Punkten XXırXM

bzw. die dividierten Differenzen m-ter Ordnung um,k+m =

Yk,...,k+m ZU diesen Punkten für k = 0,1,2,... ı

In dem folgenden Algorithmus zur Berechnung des Zahlenschemas

sind in den Speicherplätzen or jeweils nur die ent-

sprechenden Elemente der k-ten Spalte des Schemas gespeichert.

Ist U, neu berechnet, so wäre der Speicherplatz u, der geeig-

nete Ort zur Aufnahme dieses Wertes; jedoch wird der dort ge-

aus der vorherigen Spalte noch für die

1+1,k benötigt. Daher wird in

dem folgenden Algorithmus Uı berechnet und zunächst nach v

gespeichert; sodann wird der Wert ui,k—1 vom Speicherplatz

speicherte Wert W xk-1
,

anschließende Berechnung von u

u nach w gebracht, und dann erst wird u,, aus v nach u über-

tragen, Auf diese Weise stehen dann u,, in v und W k-1 in w

zur Verfügung, wenn im anschließenden Schritt “i+1‚k berechnet

werden soll.

Algorithmus

Eingabe: Unterprogramm a(k) zur Berechnung von Uoxk?

Unterprogramm b(i,k) zur Berechnung von Ux

aus v = W4 x und w = W_4 ,k- 97

m

Anzeige: für k = 0,1,...,m Nummer und Inhalt der k-ten

Spalte des Schemas:

k, Ur für 1i = 0,..., min(k,m).
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k = 0(1)m

Anzeige k

V + al(k)

i+0

[; V + b(i,k) —

W+u,

u,+ v

Anzeige v

i+1+1

i : min(k,m) £
F

Stop

  
In den Taschenrechnerprogrammen zu diesem Algorithmus ist die

Schleife k = O(1)m durch die zugehörigen einzelnen Anweisun-

gen ersetzt. Daher kann nach Beendigung des Algorithmus eine

weitere (m+1)-zeilige Spalte des Schemas erhalten werden, in-

dem die Berechnung bei "Anzeige k" weitergestartet wird;

dieser Schritt kann mehrfach wiederholt werden.

Sollen die Daten Uok für die oberste Zeile des Zahlenschemas

eingegeben werden, also nicht durch ein Unterprogramm a(k)

berechnet werden, so ersetzt man die Wertzuweisung v+a(k)

durch die Anweisungen Stop, Eingabe v = Uok*

Ist man nur an der Anzeige des letzten berechneten Wertes D

interessiert, so entfernt man "Anzeige k" und "Anzeige v" aus

dem Wiederholungsbereich der obigen Programmschleife und Ffügt

am Schluß des Algorithmus vor Stop ein: Anzeige Un

Sind Yı > f(xk) die Werte einer Funktion f an äquidistanten

Stützstellen Xx = X + kh, zu denen Interpolationspolynome

oder dividierte Differenzen berechnet werden sollen, so lau-

tet das Unterprogramm a(k) zur Berechnung von Uoxk > Y dann

folgendermaßen.
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alk) + f(x° + kh)

Rücksprung

 

Das Unterprogramm b(1i,k) zur Berechnung von x besteht für

die lineare iterative Interpolation mit der Abkürzung

s = % (x - xo) aus der Wertzuweisung

ME
b(i,k) + v + £i£ (v - w)

Rücksprung.

Für das Differenzenschema gilt

In den folgenden Taschenrechnerprogrammen speichern wir die

Größen Ugrugre-+/U vom Ende des Datenspeichers her. Auf

diese Weise ist es möglich, daß für die Unterprogramme b(1i,k)

und a(k) weitere Datenspeicherplätze benutzt werden können

ohne daß durch das Programm bereits eine Begrenzung für m

festgelegt wird. In dem Programm für die Rechner HP-67/97 mit

den hier verwendeten Unterprogrammen für a(k) und b(1i,k) be-

deutet dies, daß m<16 möglich ist; die Größen Ur sind

in den Datenregistern RE’RD""'RA'RS9"" gespeichert, und

sie werden aufgerufen durch indirekte Adressierung mit Adr u =

24-1i. In dem Programm für die Rechner TI-58/59 ist Adr u, =

w - 1 mit der Nummer w des letzten Datenregisters Rm7 die

Zahl w hängt ab von dem verwendeten Gerät und von der je-

weiligen Aufteilung des Speichers zwischen Datenregistern

und Programmspeicher.
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Belegung des Datenspeichers für das Hauptprogramm

Ro Ra Ro4g-m Ro3| Ragl Rı 1
m<

1i W Ur u 7 Adr ur

=24-1

Hauptprogramm

001 k+0

003 PRTSPC RCL 1 PRTx Anzeige k «————

007 v+a(k)

009 O 24 STO I GTO 2 1+0, RI+Adr uo

015 B STO 3 v+b(1i,k)

018 RCL (i) STO 4 w‘-ui

021 STO (i) PRTx u,+V, Anzeige v

024 + ODSZ I i+1 + 1, RI+Adr u1

027 RCL 1 x>y? Xx+—y Rx+min(k,m)

031 x<y? GTO 1 wenn i<min(k,m)

034 k+k+1

036 RCL 1 x<y? GTO O wenn k<m

040 Stop

Zusätzliche Belegung des Datenspeichers R5 R6 R7

für die Unterprogramme a(k) und b(i1,k) s x
°

Unterprogramm b(i,k)

041 LBL _B RCL 3 RCL 4 - RCL O Ry + X
047 wenn Flag O gesetzt

049 - * RCL 3 + Rx+v+s—j__k(v-w)
055 Rücksprung

. V-W
056 LBL_3 RCL 5 + RX + in

059 Rücksprung

Unterprogramm a(k)

060
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Programm für TI-58/59

Belegung des Datenspeichers für das Hauptprogramm
 

 

               

  

 

  

  
 

 

     

Roo Ro1| Roz| Ro3| Roa Ros| Ro6 Ru-m| ** Ru-1| Rul
i k m v W w Adr u Ur ...[ Y w

=w-1

Hauptprogramm

000 Lbl Op 16 INV Int * 100 = RyztW

011 STO 05 O STO 1 R05+w, k+0

016 Lbl_INV Adv RCL 1 Prt Anzeige k

022 A STO 03 v+a(k)

025 O STO O RCL 5 STO 6 GTO CE 1+0, R06+Adr

034 Lbl_lnx B STO 3 [v<—b(i,k)

039 Lbl_CE RCL Ind 6 STO 4 w<-ui

045 RCL 3 STO Ind 6 Prt u,+V, Anzeige v

050 Op 20 Op 36 i+1+1, R06+Adr u

054 RCL 2 x++t RCL 1 x>t CLR x—+t Rm“min(k,m)

062 Lbl CLR RCL O x+—t x>t 1Inx wenn min(k,m)>i

069 Op 21 RCL 1 x—t RCL 2 x>t INV k + k + 1, wenn m>k

078 R/S Stop

Zusätzliche Belegung des Datenspeichers Ro7 R08 R09

für die Unterprogramme a(k) und b(1,k) n s xo

Unterprogramm b(i,k)

079 Lbl B ( ( RCL 3 - RCLA4 ) Rx +V-W

089 + RCL O + 1

092 Ifflg O0 x—+t wenn Flag O gesetzt

095 *( RCL 8 - RCL1)+RCL3) Ry+v+5% (v-w
107 INV SBR Rücksprung

108 Lbl x&+t + RCL 7 ) R + n
114 INV SBR Rücksprung

Unterprogramm a(k)

115 Lbl A
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Anleitung_zur Verwendung_der_Programme 

1. Eingabe des Hauptprogramms und des Unterprogramms b(i,k).

2. Eingabe des Unterprogramms A für a(k) zur Berechnung der

Elemente u in der obersten Zeile des Schemas.

In den an52äließenden Anwendungen ist UK > Yı > f(xk) =

f(xo + kh). Im Fall der HP-Rechner wird aus X in R7‚ k

in R1 und h in R5 der Funktionswert f(xo + kh) berechnet;

bei den TI-Rechnern stehen X in R09‚ K in Ro1 und h in

Ro7 zur Verfügung.

Der berechnete Funktionswert wird bei Rücksprung in das

rufende Programm im Anzeigeregister übergeben.

3. Eingabe der Schrittweite h der äquidistanten Punkte

XOr X4r Xareee

für HP-67/97: h STO 5, für TI-58/59: h STO 07.

4. Eingabe des Anfangspunktes X

bei den Rechnern HP-67/97: X STO 7,

bei den Rechnern TI-58/59: X0 STO O9.

5. Soll das Schema der iterativen linearen Interpolation an

der Stelle x berechnet werden, so muß s = % (x - xo) ein-

gegeben werden

für HP-67/97: s STO 6,

für TI-58/59: s STO 08.

6. Ist Flag O gelöscht, so wird das Schema der iterativen

linearen Interpolation berechnet; ist Flag O gesetzt, so

wird das Differenzenschema berechnet.

7. Es werden die Zeilen O bis m des Schemas berechnet. Ein-

gabe m: m STO 2 bzw. m STO 02.

8. Start der Rechnung und für k = 0,1,...,m Anzeige von

Nummer und Inhalt der k-ten Spalte

bei den Rechnern HP-67/97 durch RTN R/S,

bei den Rechnern TI-58/59 durch E.

9. Soll nach Beendigung des Algorithmus eine weitere

(m+1)-zeilige Spalte des Schemas berechnet werden, so

wird die Rechnung und Anzeige fortgesetzt mit GTO O R/S

bzw. GTO INV R/S.

6 Hainer, Numerische Algorithmen
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Mögliche Wiederholungen:

Schritt 9 für eine weitere Spalte;

ab Schritt 7 für eine andere Zeilenzahl m;

zur Veränderung von h, xo‚ x oder der Wahl Interpolations-

polynom/Differenzenschema führt man Schritt 3, 4, 5 oder 6

aus.

Zur Verwendung einer anderen obersten Zeile bzw. einer ande-

ren Funktion £f geht man gemäß Schritt 2 vor.

Das Hauptprogramm für die Rechner TI-58/59 beginnt mit Lbl E

und wird daher durch Betätigung der Programmtaste E gestartet.

Im Gegensatz dazu wurde das HP-67/97-Programm ohne Anfangs-

marke angegeben, und es wurde dort die Ausführung mit RTN R/S

begonnen. Die entsprechende Struktur (keine Anfangsmarke, Start

mit RST R/S) erweist sich für die Rechner TI-58/59 hier als

unzweckmäßig, weil durch RST nicht nur der Programmzeiger an

den Anfang gerückt wird, sondern gleichzeitig auch alle Flags

gelöscht werden.

Insbesondere bei der Berechnung der Funktionswerte von Inter-

polationspolynomen wird man häufig nur an dem zuletzt berech-

neten Wert Ur interessiert sein. Wie oben bei Aufstellung des

Algorithmus bereits erwähnt, ersetzt man zu diesem Zweck in

dem Programm für HP-67/97 die Schlußanweisung 040 des Haupt-

programms durch die Anweisungen zur Anzeige von Un

040 24 RCL 2 - STO I RI+Adr um

045 RCL (1i) PRT x Anzeige Y

047 R/S Stop

und entfernt danach die Anzeigeanweisungen 023, 006, 005 und

004. Entsprechend ersetzt man in dem Programm für TI-58/59

die Schlußanweisung 078 des Hauptprogramms mit GTO 078 LRN

Ins ... Ins (elfmal) durch

078 RCL 5 - RCL 2 = STO 6 Ro6 + Adr Un

086 RCL Ind 6 Prt Anzeige U

089 R/S Stop

und entfernt anschließend die Anzeigeanweisungen 049 und 018

bis 021.



4. Interpolationspolynome und Differenzenschema 71

Beispiele

(1) Für f(x) = x5 wurde das Differenzenschema bis zu den

dividierten Differenzen fünfter Ordnung berechnet zu der

Stelle Xo > O mit der Schrittweite h = 1.

Das Unterprogramm a(k) lautet

für HP-67/97

060 LBL_A RCL 1 RCL 5 * RCL 7 + Rx + xo + kh

066 5 y* Ry + (%Xg + kh)>
068 RTN Rücksprung,

für TI-58/59

115 Lbl A ( ( RCL1* RCL 7 + Rykh
125 RCL9)yX5) Ry + (X9 + kh)>
131 INV SBR Rücksprung.

Mit h = 1, Xg > O, Flag O gesetzt, m = 5 sowie Start der

Rechnung gemäß Schritt 8 der Anleitung zur Verwendung des

Programms wurden die Spalten O bis 5 des Differenzenschemas

berechnet. Anschließend wurden die Spalten 6 und 7 nach

Schritt 9 der Anleitung erhalten.

o 1 2 3 4 5 6 7

o 1 32 243 1024 3125 7776 16807

1 31 211 781 2101 4651 9031

15 90 285 660 1275 2190

25 65 125 205 305

10 15 20 25

1 1 1

(2) Zu Beispiel (1) wurde mit Hilfe der iterativen linearen

Interpolation der Wert des Interpolationspolynoms Po 5
W....

an der Stelle % ermittelt.

Mit demselben Unterprogramm a(k) und mit h = 1, Xo > 0,

s = x = 0.5, Flag O gelöscht und m = 5 wurde die Berechnung

gemäß Schritt 8 der Programmanleitung ausgeführt. Als letzter

Wert wurde Po,...,5 (%) = 0.03125 = (%)5 angezeigt. f(x) = x5

6 *
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ist selbst ein Polynom fünften Grades und stimmt daher mit

seinem Interpolationspolynom Po 5 überein, £f = Po 5°
10007 1007

(3) Für die Funktion £(x) = cosh x = % (ex + e_x) wurden die

Funktionswerte des Interpolationspolynoms p0123(x) zu der

Stelle x_ = O und der Schrittweite h = 0.1 berechnet für
o

X = -0.1(0.02)0.5 mit Hilfe der iterativen Interpolation.

Das Unterprogramm a(k) lautet

für HP-67/96

060 LBL_A RCL 1 RCL 5 * RCL 7 + Ry + Xg + kh
066 e* ENTER 1/x + 2 £ R + cosh(xo + kh)
072 RTN Rücksprung,

für TI-58/59

115 LblA ( ( ( RCL 1 * RCL 7 Rx+kh

126 RCL 9 ) INV Inx + 1/x )+ 2 ) RX + cosh(xo + kh)

137 INV SBR Rücksprung.

Mit h = 0.1, X9 = O, Flag O gelöscht, m = 3 wurde jeweils

zur Berechnung von p0123(x) der Wert s = R (x - xo) = 10x

gemäß Punkt 5 der Anleitung eingegeben und die Berechnung

entsprechend Punkt 8 gestartet. Hierbei wurde das Haupt-

programm in der oben erwähnten Modifikation verwendet, so daß

nur der zuletzt berechnete Wert p0123(x) angezeigt wurde.

In diesem Zusammenhang erweist es sich als zweckmäßig, bei

der Tabellierung von Funktionswerten po,__.’m(x) den Anfang

des Hauptprogramms sSo zu ändern, daß vor dem Start die Stelle

x in das Anzeigeregister eingegeben werden kann; das Haupt-

programm berechnet damit zuerst s = % (x - xo) und speichert

diesen Wert nach R6 bzw. R08‘ In der Anleitung zur Verwendung

des Programms entfällt dann Punkt 5, und Punkt 8 lautet für

die Rechner HP-67/97: Eingabe x RTN R/S, für die Rechner

TI-58/59: Eingabe x E.
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x cosh x p0123(x)

-6,16 2. 5056641665 1, 004503502
-E,55 1, 663261767 L O0II 374E4
-5.06 1.00185854i
-ce.04 . C20606167
-6.0Z 1, COE200667
d.06 1, 066680066
6.82 1, 600280867
d.ö4 1.606366107
6.06 1.601580654€
6,.05 1.8003281767 3 d
616 1.605004165 1.003604108
&.12 1.00726604 1.60 &S
E, i$ 1.069816Ei7
.16 1.612827336
6Ö.15 1.016247788
6.26 1.020606756
[3 1, 024297765
.4 1, 025935566
.50 1.633980637
&.26 1.835456777
6.36 1.643338514
6,3Z 1.65163646i
.34 1.058358557 1, 656339553
0.36 1.065562871 1, 9EI40406T
0,.36 1.673072953 1, ET30075626
6,46 1,.0561872372 1. 6800576182
.42 1.069564165 1.65330E5I4
6.45 1.055771520 1, E55157465
&.46 1, 167876616 1, 107384673
.40 1.117428897 1. 1i 7EIES6E
6,56 1, 127625966 2271125480

Der Vergleich der Werte des Interpolationspolynoms mit den

Funktionswerten von cosh x zeigt, daß an den Stützstellen

O, 0.1, 0.2, 0.3 Übereinstimmung herrscht; dort interpoliert

das Polynom. Die Fehlerfunktion cosh x - PO123(X) wechselt

an den Stützstellen das Vorzeichen; zwischen den Stützstellen

ist der Betrag des Fehlers klein, außerhalb - bei Extra-

polation - ninmt er rasch zu.
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Den Wert bestimmter Integrale ermittelt man in der Praxis mit

Hilfe von Integraltafeln. Jedoch kann die Auswertung der

darin auftretenden höheren transzendenten Funktionen selbst

sehr kompliziert sein, oder eine geschlossene Darstellung

eines gewissen Integrals kann nicht gefunden werden. Daher

ist es häufig erforderlich, mit numerischen Methoden be-

stimmte Integrale näherungsweise zu berechnen.

5,1. TRAPEZFORMELN UND SIMPSONSCHE FORMEL

Einfache Methoden zur Approximation bestimmter Integrale
b

I = f£(x)dx
a

beruhen darauf, daß das Integrationsintervall [a,b] durch

äquidistante Punkte unterteilt wird:

_ b-a
h =X

mit einer natürlichen Zahl N. Bei der Sehnentrapezformel

dient

= atih, 1i = 0,1,...,N,

= nl 1S = h(2f(xo) + f(x1) + f(x2) +... + f(xN_1) + 2f(xN))

als Näherung für I; bei der Tangententrapezformel wird

T s h(£(ZxO + x,)) + E(Älx, + x2)) + 0
+ EL H yg H Eg H 2027

verwanüt,

Algorithmus Algorithmus

Sehnentrapezfornel Tangententrapezformel

Eingabe: Unterprogramm für f;

a, b, N.

Anzeige: S Anzeige: T
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ELE TT
b-a b-a

h+ h+
S + f(a) T+O

S + S + £(b) a+a-3
S + %s j = 1(1)N-1
j = 1(1)N-1 T+ T + £(a + jh)

S + S + fl(a + jh) T + hT

S + hS Anzeige T

Anzeige S Stop

Stop

Die Trapezformeln entstehen dadurch, daß für k = 0,1,...,N-1

in jedem Intervall [xk,xk+1] an Stelle von f eine lineare

Näherung für f integriert wird. Verwendet man in Teilinter-

vallen der Länge 2h Interpolationspolynome höchstens zweiten

Grades zur Approximation von f, so entsteht die Simpsonsche

Formel

„ hQ = 3(f(xo)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+2f(x4)+...

+2£ (X_9) H4E_4 HE(

hierbei muß N eine gerade Zahl sein.

Während für zweimal stetig differenzierbare Funktionen f auf

[a,b] für die Trapezformeln die Fehlerabschätzungen

n2 n?I_ - SIs(a - b)jz max J£"(x)|, I1 - T]I<(b - a)zz max [£"(x) |
a<x<b a a<x<b

gelten, besteht bei der Simpsonschen Formel für Funktionen f,

die viermal stetig differenzierbar auf [a,b] sind, die Ab-

schätzung
4

I1 - Q]<(b - a)h—— max If(4)(x)l180 sere

(s. [9] 4.2.1.). Verkleinerung der Schrittweite h = 9ä3

bewirkt hier eine wesentlich stärkere Verbesserung der

Approximation.
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Algorithmus Simpsonsche_Formel

Voraussetzung: N>2 sei eine gerade Zahl

Eingabe: Unterprogramm für f;

a, b, N

Anzeige: Q

ITATeT
n + bra
Q + £(a)

Q + Q + £(b)

v+4

j = 1(1)n-1

Q +Q + vf(a + jh)

V+6- v

o+B0
Anzeige Q

Stop

Einer Anregung aus [2]2.4. folgend wird durch die Wertzuwei-

sung v+4 vor der Schleife j = 1(1)N-1 sowie durch v+6-v im

Wiederholungsbereich dieser Schleife erreicht, daß in der

Summe für Q die Faktoren 4 und 2 abwechseln.

In den anschließenden Taschenrechnerprogrammen für die

Simpsonsche Formel durchlaufen wir die Schleife j = 1(1)N-1

wieder rückwärts in der Form j = N-1(-1)1, so daß wir die

Dsz-Anweisung verwenden können.
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Programm für_HP-67/97

77

 

 

         
 

 

 

        
 

Datenspeicher Ro R1 R2 R3 R4 R5 RI

a |b N |Q |v j

Hauptprogramm

001 RCL 1 RCL O - RCL 3 + STO 2 h+ 9ä£

007 RCL O C STO 4 Q + f(a)

010 RCL 1C STO + 4 Q + Q + £(b)

013 4 STO 5 RCL 3 STO I DSZ I v+4,3+<+N-1

018 LBL_O I RCL 2 * RCL O + Rx + a + jh

024 C RCL 5 * STO + 4 Q-+Q + v£f(a + jh)

028 6 RCL 5 - STO 5 v+6- v

032 DSZ I GTO O j+ 3 - 1, wenn j>0

034 RCL 2 3 + STO * 4 Q+ %Q

038 RCL 4 PRTx R/S Anzeige Q, Stop

Unterprogramm f(x)

041 LBL_C

Programm für TI-58/59

Datenspeicher Roo Bo1| Ro2| Ro3| Roa Ros Ro6
a b h j N Q v

Hauptprogramm

000 RCL 1 - RCL O = Rx +bEa- a

006 + RCL 4 = STO 2 h+ N

012 RCL OC STO 5 Q + £(a)

017 RCL 1C SUM O5 4 STO 6 Q+Q + £f(b), v+4

025 RCL 4 STO 3 Op 33 j-+-N-1

031 Lbl_INV RCL 3 * RCL 2 + Rx + jh

039 RCLO=C * RCL 6 = SUM 05 Q +Q + v£f(a + jh)

049 6 - RCL 6 = STO 6 v+6- v

056 Dsz 3 INV j+3 - 1, wenn j>0

059 RCL 2 %23 = Pra 5 o + 30
066 RCL 5 Prt R/S Anzeige Q, Stop

Unterprogramm f(x)

070 Lbl _C
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Anleitung_zur Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Hauptprogramms.

2. Eingabe des Unterprogramms C zur Berechnung von f(x).

x steht bei Aufruf des Unterprogramms im Anzeigeregister;

bei Rücksprung in das rufende Programm wird f(x) im An-

zeigeregister übergeben.

3. Eingabe der Integrationsgrenzen a und b

bei HP-67/97: a STO O b STO 1,

bei TI-58/59: a STO 00 b STO 01.

4. Eingabe der Zahl, N

bei HP-67/97: N STO 3,

bei TI-58/59: N STO 04.

5. Berechnung und Anzeige von Q: RTN R/S bzw. RST R/S.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 4 für einen anderen Wert von N,

ab Schritt 3 für ein anderes Integrationsintervall,

ab Schritt 2 für eine andere Funktion.

Beispiele

Es wurden Näherungswerte ermittelt für die Integrale

1
S ; dx = 4 arctan 1 = T,
O x +1

I  
1

2 _2
1, = f e”* ax = %; er£(2).

o

Im ersten Fall lautet das Unterprogramm C

für HP-67/97

041 LBLCx? 14+1/x 4 * Ry + 4/(x? + 1)
048 RTN Rücksprung,

für 71-58/59
070 LblC ( (CEx?+1) Ry + x7 41
079 1/x *4 ) Ry + 4/(x2 + 1)
083 INV SBR Rücksprung -
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Für das zweite Integral lautet das Unterprogramm C

für HP-67/97
2

041 1LBL C x2 cus e* Ry + e”X
045 RTN Rücksprung,

für TI-58/59
2

070 Lbl C x? +/- INV Inx Ry + e7*
076 INV SBR Rücksprung.

Für N = 2, 4, 8, 16, 32 lieferte die Simpsonsche Formel die

folgenden Näherungswerte.

   

N I1 I2

2 3, 152352333 „ 8299444679
4, 3, 141565627 „ 858151242532
B, 3, 141592502 .SS°ÜbS‘104

16, 3. 141592651 . 55320201
32 3, 141592654 .80cuälogbf

5,2,. ROMBERG-INTEGRARTION

Ausgehend von der Sehnentrapezformel werden durch fortge-

setzte Halbierung der Schrittweite und geeignete Linear-

kombination die Rombergschen Näherungsformeln erhalten, die

zu einer wesentlichen Verbesserung der Konvergenzordnung

führen. Grundlage hierfür ist die folgende genauere Kenntnis

des Fehlers der Sehnentrapezformel:

Für 2n-mal stetig differenzierbare Funktionen f auf [a,b] gilt

1-S=chl+cen!1+... +c_ _„n2p-2
1 2 n-1

mit E = cnh2nf(2n)(y), wobei y ein Punkt zwischen a und b ist;

die Größen Cqre44Cn hängen von £, a und b ab, aber nicht von

der Schrittweite h (s. [9] 4.2.1.).

+E
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Wir wollen die Sehnentrapezformel S für verschiedene Schritt-

weiten verwenden, indem wir die Anzahl N der Teilintervalle

des Integrationsintervalls [a,b] jeweils verdoppeln. Für

k=0,1,2,... sei N, = 2°, die Schrittweite h, = (b-a)/N,, und
die Teilpunkte seien xik) =a + ihk‚ 1 = O,1,...‚Nk. Die zuge-

hörigen Sehnentrapezformeln lauten dann

So In (f(a) + £(b)),
o

Sy ,(+ f(x.$k)) + 0{+ ...uk
+ e(xK) +d= 1,2,000 -

k k
Mit der obigen Darstellung des Fehlers der Sehnentrapezformel

erhalten wir

?f(x)dx =S_ +C h2 + c h4 +i = S, ojh; Sahp 444 4

tff(x)dx—3 + e An 2 + e An)7! +A > S41 64 (3 230 ....

und daraus durch Linearkombination

4
- Sk) + d,h, + ... .“

b 1f£(x)ax = 3(4s 2
a

Die neu erhaltene Näherungsformel R1k = %(4$k+1 - Sk) be-

sitzt also eine Fehlerentwicklung, die mit der vierten Potenz in

h, beginnt. Es handelt sich hier um die Simpsonsche Formel

Q zur Schrittweite hk+1' Durch eine ähnliche Linearkombina-

tion dieser Näherungsformel mit der entsprechenden für die

halbe Schrittweite kann man den Fehlersummanden mit hi zum

k+1

Verschwinden bringen. Dieses Vorgehen wird systematisch

fortgesetzt: Beginnend mit den Sehnentrapezformeln Rok = Sk‚

k = 0,1,2,..., werden Rombergsche Näherungsformeln erhalten

gemäß

4ir -R
R = i-1,k 1i-1,k-1
ik 4i_1

R -R _
=R + A-l,kıl ı ar ...7ky k=1,2,3,00. -i-1,k alıı
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Für jede auf [a,b] 2n-mal stetig differenzierbare Funktion

£ konvergieren daher die Summen Rik gegen das Integral gemäß

2(i+1) h= b-a
k ’ n 2k ’

b
[äf(x)dx - R,pl<const.h

für i = 0,1,...,n-1, k=0,1,2,... +

Ordnen wir die entsprechenden Romberg-Näherungen in einem

Dreieckschema an,

R R R R ... R =500 Ro1 Roz Ro3 Ros Ok S

Rıg Rız Rı3z Bıg 44r Rap = Ropg * 3 (Rok ” Ro,k-1)

R2 Ro3 Baqa HH SA

Raz R3g 44 Rag = Rag * 335 (Ba - Ra g-1)
so bedeutet die Konvergenzaussage, daß für i = 0,1,...,n-1

in der i-ten Zeile das Schema Konvergenz herrscht für k>*,

Gleichzeitig erkennt man, daß für 1>0 der Wert Rik nur be-

rechnet wird aus den beiden oberhalb und 1links oberhalb

i-1,k Ond Rarg k-ı
des Romberg-Schemas kann daher der Algorithmus aus Kapitel 4

stehenden Werten R . Für die Berechnung

verwendet werden.

In der obersten Zeile des Dreieckschemas werden die Werte

der Sehnentrapezformeln Rok = Sk benötigt. Würde man für

k = 1,2,... den Wert von Sk nach der obigen Definition be-

rechnen, so würden %Nk+1 Funktionswerte von £ nochmals be-

rechnet werden, die bereits in der Summe für Sy_1 benötigt

wurden, Neu hinzu kommen nur Funktionswerte an denjenigen

Punkten, die in der Tangententrapezformel T. zur Schritt-
k-1

weite hk-1 auftreten. Es gilt

„ 1 =Sy > 2(Sk_1 + Tk—1)' k=1,2,...7

mit Nk

T_ =h £(a - In + jhy), k =0,1,2,... -zk je1 2°k
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Das Unterprogramm a(k) zur Berechnung der Zahlen in der

nullten Zeile des Dreieckschemas ergibt sich daher aus

P-a(£(a) + £(b)) für k = 0,

 

Ok k 1 _28y * Ty-9) für k= 1,2,... -

z+1

k:;o + a+a+BßB
® 2

s + f(a) s+0

s + s + £f(b) j = 1(1)N

N-+1 s + s + £f(a + jh)

h+b-a s + hs

a+a-c-h N + 2N

alk) + Ihs h + in
Rücksprung alk) + %(uO + s)

Rücksprung

Dieses Unterprogramm wird während der Ausführung des

Algorithmus aus Kapitel 4 immer nur dann aufgerufen, wenn

i = O ist. Deshalb wird für die weitere Berechnung der Zahlen

Rık in der k-ten Spalte des Romberg-Schemas hier z = 4i = 1

gesetzt; dadurch ist es möglich, bei den nachfolgenden Auf-

rufen des Unterprogramms b(1i,k) für i = 1,2,..., min(k,m)

dort den Wert 4i mit der Anweisung z+4z zu erhalten.

Das Unterprogramm b(1i,k) berechnet R1k aus v=R und
1-1,k

W = Ri—1‚k—1' Es lautet hier nun

wl
z + 4z

b(i‚,k) + v + %;%

 

Rücksprung.
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Programm für _HP-67/97
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Belegung des Datenspeichers für das Hauptprogramm
 

 

          

R R R R R R „|R R.
O 1 2 3 4 24-m 23 24 I m<14

i k m v W U . 94 o Adr u,

=24-1
    
Hauptprogramm (Berechnung des Dreieckschemas, s. Kapitel 4)

001

003

007

009

015

018

021

024

027

031

034

036

040

O STO 1

LBL O

A STO

O STO

LBL_1
LBL_2
RCL 3

1 STO

RCL 2

RCL O

1 STO

RCL 2

R/S

PRTSPC RCL 1 PRTx

3

O 24 STO I GTO 2

B STO 3

RCL (i) STO 4

STO (i) PRTx

+ O DSZ I

RCL 1 x>y? Xx+>y

x<y? GTO 1

+ 1

RCL 1 x<y? GTO O

k+O

Anzeige k ——

v + alk)

i+ 0, RI + Adr u

[i;_v + b(i,k) <«———

W

u

Rx

+

i
+ V, Anzeige v

1+1+1, R

+ min(k,m)

wenn i<min(k,m)

k+k+1

wenn k<m

Stop

i

I + Adr u‚

  
Zusätzliche Belegung des Datenspeichers für die Unterprogramme

al(k) und b(i1i,k)

 

R5 R
6

R
7 Ral Ral RO
 

h  N  s    z a b    
Unterprogramm b(1,k)

041

044

047

053

LBL_B 4 STO * 8

RCL 3 RCL 4 -

RCL 8 1 - +

RTN

RCL 3 +

z + 4z

Ry * VW

Rx<-v+";‘"
z-1

Rücksprung
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Unterprogramm a(k)

 

054 LBL A 1STO 8 z + 1
057 RCL 1 x40? GTO 3 wenn k+0

060 RCL 9 C STO 7 s + £(a)
063 P+S RCL O P&S C STO + 7 S + 8 + £(b)
068 1 STO 6 N + 1
070 P++S RCL O P++S RCL 9 - STO5 h+b-a
076 STO - 9 RCL7*2% a+a-h, Ry + Ihs
081 RTN Rücksprung

082 LBL3 RCL 5 2 + STO + 9 a+a+3 <«——
087 0O STO 7 RCL 6 STO I 8+0,3j+N
091 1LBL _4 I RCL 5 * RCL 9 + R. + a + jh
097 C STO + 7 s + s + f(a + jh)

099 DSZ I GTO 4 j + 3 - 1, wenn j>0
101 RCL 5 STO * 7 s + hs
103 28ST0 * 6 STO *5 N + 2N, h + dn
106 RCLERCL7+2 %* Ry € %(uo + s)
1117 RTN Rücksprung

Unterprogramm f(x)

112 LBL_C

Programm für TI-58/59

Belegung des Datenspeichers für das Hauptprogramm
 

 

            
 

Roo Ro1 Ro2| Ro3| Ro4 Ros| Ros Ruy-m ** |Bu-1]| R
i k m v W w Adr u, un ... 4, u

=w-1    
Hauptprogramm (Berechnung des Dreieckschemas, s. Kapitel 4)

000 Op 16 INV Int * 100 = STO 05 R05 + w

011 O STO 1 k+O
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014 Lbl_INV Adv RCL 1 Prt Anzeige k &— ———

020 A STO O03 v + al(k)

023 O STO O RCL 5 STO 6 GTO CE 1+ 0, Ro6 + Adr “O

032 Lbl_lnx B STO 3 [i; v + bl(i,k) <————

037 Lbl_CE RCL Ind 6 STO 4 W + ui

043 RCL 3 STO Ind 6 Prt u + V, Anzeige v

048 0Op 20 Op 36 i+4+1, Rog + Adr u,

052 RCL 2 x—&+t RCL 1 x>t CLR x—+t RT + min(k,m)

060 Lbl CLR RCL O x++t x>t lnx wenn min(k,m)>i

067 Op 21 RCL 1 x—+t RCL 2 x>t INV k + k + 1, wenn m>k   
076 R/S Stop

Zusätzliche Belegung des Datenspeichers für die Unter-

programme a(k) und b(i,k)
 

R R R R
06 07| 708 709 10

j a b h N s z

R
 

         
Unterprogramm b(i,k)

077 Lbl B 4 Pra 12 z + 4z

082 RCL 3 - RCL 4 = Ry * VW

088 + ( RCL 12 - 1) +RCL3 = R + v+ %5%

099 INV SBR Rücksprung

Unterprogramm a(k)

 

100 LblA 1STO 12 z + 1
105 CP RCL 1 INV x=t x—>+t wenn k+0

111 RCL 7 C STO 11 s + £(a)
116 RCL 8 C SUM 11 s + 8 + £(b)
121 1 STO 10 RCL 8 - RCL 7=ST09 N+1,h+b-a
{32 INV SUM7 * RCL 11+%2= a+a-h, Ry+* Ins
141 INV SBR Rücksprung

142 Lbl x—&>t RCL 9 + 2 = SUM 07 a+a+ g <————————J
151 O STO 11 RCL 10 STO 6 s+0,3+N

7 Hainer, Numerische Algorithmen
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158 Lbl x? RCL 6 * RCL 9 + RCL 7 = Ry + a + jh

169 C SUM 11 s + s + f(a + jh)

2 j+j - 1, wenn j>0172 Dsz 6 x

175 RCL 9 Prd 11 s + hs

1
179 2 Prd 10 INV Prd 9 N+ 2N, h+ 5h

185 RCL 5 STO 6 R06 + ?dr uo

189 RCL Ind 6 + RCL 11 =+2 = RA * 309 + s)

198 INV SBR Rücksprung

Unterprogramm f(x)

199 Lbl C

Anleitung _zur _Verwendung_der_Programme

Eingabe des Hauptprogramms und der Unterprogramme B und A.

2. Eingabe des Unterprogramms C zur Berechnung der Funktion

f, die integriert werden soll. Aus x im Anzeigeregister

wird f(x) berechnet und bei Rücksprung in das rufende

Programm im Anzeigeregister übergeben.

3. Eingabe der Integrationsgrenzen a und b

bei HP-67/97: a STO 9 P&—S b STO O P—S,

bei TI-58/59: a STO 07 b STO 08.

4. Berechnung und Anzeige von k und der k-ten Spalte des

Romberg-Schemas für k = 0,1,...,m: m STO 2 RTN R/S

bzw. m STO O2 RST R/S.

5. Soll eine weitere Spalte aus m + 1 Elemente berechnet

werden:

GTO O R/S bzw. GTO INV R/S.

Mögliche Wiederholungen:

Schritt 5,

ab Schritt 3 für ein anderes Integrationsintervall,

ab Schritt 2 für eine andere Funktion.
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Es ist nicht möglich, ab Schritt 4 für eine andere Wahl von

m zu wiederholen, ohne die Integrationsgrenze a (sowie in dem

anschließend geschilderten Fall auch b) erneut einzugeben;

denn während der Berechnung der Tangententrapezformel wird

a verändert,.

In dem Programm für die Rechner HP-67/97 ist m<14 zulässig.

Denn b auf dem Speicherplatz Rso wird nur für k = O in dem

Unterprogramm a(k) benötigt; im Fall m = 14 wird dieser

Wert schließlich durch Yn überspeichert.

Die Aufteilung des Speichers zwischen Programmspeicher-

plätzen und Datenspeicherregistern ist für den Rechner TI-58

bei Einschalten des Gerätes so, daß die Programmspeicher-

plätze 000-239 und die Datenspeicher R - R
00 29

können. Benötigt das Unterprogramm C für den Integranden

belegt werden

£f(x) nicht mehr als 41 Programmspeicherplätze, so kann daher

m<17 gewählt werden. Andernfalls stehen nach 2 Op 17 die

Programmspeicherplätze 000-319 zur Verfügung, als Daten-

speicher sind dann nur noch ROO - R19 zugelassen; in diesem

Fall kann m<7 gewählt werden.

Für den Rechner TI-59 ist der Speicher bei Einschalten des

Gerätes so aufgeteilt, daß die Programmspeicherplätze

000-479 und die Datenspeicher Roo ” R59

Daher ergeben sich im allgemeinen keine Einschränkungen.

benutzt werden können.

In dem vorstehenden Programm für TI-58/59 wurde von dem Grund-

satz abgewichen, in Unterprogrammen keine Gleichheitszeichen

zu verwenden., Dies ist hier zur Einsparung zahlreicher

Klammeroperationen möglich, da bei Aufruf der Unterprogramme

A und B in dem zugehörigen Hauptprogramm keine unvollständi-

gen Operationen offenstehen.



88 5. Numerische Integration

Beispiele

4 2 _x2 VrFür die Integrale I, = f dx = m und I, = je”* äx = - erf£(2)
Ox+1 o

wurde das Romberg-Schema berechnet. Die Unterprogramme C

lauten hier wie bei den Beispielen zur Simpsonschen Formel,

Mit m = 5 wurden die nachfolgenden Ergebnisse erhalten. Die

zweiten Zeilen enthalten jeweils die Simpsonschen Näherungen.

1,
6, f Za 3 4, d

3. 6000006080 3, 100000600 3,131176471 3,136955495 3,146541612 3.141425693
3, 133333333 3.141568625 3.141592503 3,141592651 3141592653

3, 142117648 3.141594895 3.141592661 3.14159265
3,141565765 3.141592638 3.141592653

3.141592665 3141592653
3161592653

C 1 Z. 3 4, D
1.618715639 B 8?i937261 8.880615634 0,.881703792 0.851506246 0, 882057558

6.829944468 8.831812425 00.882065511 0.682060337 0.862081325
6, 685270285 00,56820562385 0.862051369 00.682061351

8.862031781 0.862061373 0.862061391
8.582061565 0.8820581331

6, 552051351



6, DIE AÄUSGLEICHSGERADE

Zunächst befassen wir uns mit der Berechnung der Ausgleichs-

geraden unter Verwendung der Tastenfunktion Z+, wie sie von

Taschenrechner-Herstellern vorgeschlagen wird. Beispiele nach

[18] zeigen, daß diese Methode anfällig gegen Auslöschungs-

effekte ist. Im Anschluß daran erläutern wir dann ein

numerisch stabiles Berechnungsverfahren.

Zu paarweise verschiedenen Punkten XqresetXx und Zahlen

YarcY ist die Aus- Y

gleichsgerade g gesucht.

Die Ausgleichsgerade

approximiert an den

Stellen x, die Funktions-
 i >

werte Yı optimal im Sinne > X

des Fehlerquadrates: 4

k 2 k 2

Z (y, - g(x,))% = min Z (y, - (ax, + 8))T.
1=1 aÜ,BER 1=1

Die rechts stehende Summe hat als Funktion von @ und ß eine

eindeutig bestimmte Minimalstelle (a,b),

a = l(k ä X,Yı - ä X ä Yyı) mit d=k ä x2 - ( ä X )2
A 14 asy das1 4 11 sı 4 !

b = l( ä x2 ä Yı - ä X ä X,yı) = l( ä Yı -a ä X,).
A yı dyayt en dyay 7A6 KlyLyd  qs1 4

Damit ist die Ausgleichsgerade g dann gegeben durch gi(x) =

ax + b.

Zur Berechnung von a und b werden die Summen

k k k k
8= Zy,u= ZIx,v= Zx w= I x,yY

i=1 4 i=1 %4 1 47 ası F



90 6. Die Ausgleichsgerade

benötigt. In dem folgenden Algorithmus berechnen wir diese

Summen nicht erst dann, wenn alle Wertepaare (xi‚yi) ein-

gegeben sind; vielmehr wird jeweils nach der Eingabe eines

Wertepaares zu jeder Summe der entsprechende neue Summand

addiert. Die Wertepaare (xi‚yi) für 1i = 1,...,k werden da-

her nicht vor Beginn des Algorithmus eingegeben, sondern im

Laufe der Ausführung. Nach der Eingabe des letzten Werte-

paares (xk‚yk) werden dann die Koeffizienten a und b der

Ausgleichsgeraden berechnet. Anschließend können zu einge-

gebenen Werten x zugehörige Funktionswerte g(x) der Aus-

gleichsgeraden angezeigt werden, und es wird auch die um-

gekehrte Fragestellung behandelt: zu gegebenem y wird die

Abszisse x ermittelt mit g(x) = y.

Voraussetzung: k>2

Lalp]4[* [s[u[vJw[>[x]
1i1i+0 (1) Vorbereitungsschritt:

s+O Löschen der Summations-

u+O speicher

v+Oo

w+ O

Eingäbe x = xi‚ Yy= Yı (2) Eingabe der Wertepaare,

sS+8+y Berechnung der Summen

u+u+x

v+v+ x2

W+* W + xy

i+1+1

1: k <

a + EE:E% (3) Berechnung von a und b
kv-u

3-ua
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Eingabe x (4) Funktionswert der Aus-

Anzeige ax + b gleichsgeraden an der

Stelle x

Eingabe y (5) Zu gegebenem y wird die

Anzeige Xää Stelle x mit g(x) = y

berechnet..

Nachdem die Teile (1) bis (3) des Algorithmus durchlaufen

sind, können die Teile (4) und (5) unabhängig voneinander

ausgeführt und wiederholt werden. Der Algorithmus ist so

angelegt, daß weitere Wertepaare (xi‚yi) hinzugenommen wer-

den können, ohne daß die früher eingegebenen Werte und

Rechnungen wiederholt werden müssen: neue Punkte zur Aus-

gleichung werden dadurch berücksichtigt, daß für sie der

Algorithmus ab Teil (2) fortgesetzt wird.

Wir übertragen diesen Algorithmus in ein Programm für die

Rechner HP-67/97 und verwenden dabei die Taste Z+ zur

simultanen Berechnung der Summen s,u,v,w. Bei den Rechnern

TI-58/59 sind darüber hinaus alle erforderlichen Anweisungs-

folgen bereits in speziellen Steueroperationen enthalten,

so daß für diese Rechner anschließend nur die Anleitung zur

Verwendung aufgeführt ist.

Programm für _HP-67/97

Ral B3 Rag RsS Ro6 Rs7 R88 Rs9

a b s - u v W k

 

 Datenspeicher

           
(1) Vorbereitungsschritt

001 LBL_a P+—+S O STO 4 STO 6 s8+0,u+0

006 STO 7 STO 8 STO 9 P—S VvV+0O0,wW+O,k-+O

010 RTN Rücksprung
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(3) Berechnung von a und b

011 LBL_A P+—+S RCL 9 RCL 8 * Rx + kw

016 RCL 6 RCL 4 * - Rx + kw - su

020 RCL9RCL7*RCLGXZ- Rx4-kv-u2

026 + STO A a + (kw—su)/(kv-u2)

028 RCL 6 * CHS RCL 4 + Rx + 8 - ua

033 RCL 9 + STO B P—>S b + (s - ua)/k

037 RTN Rücksprung

(4)

038 LBL_B RCL A * RCL B + RX + ax+b

043 RTN Rücksprung

(5)

044 LBL_C RCL B - RCL A Ry + (y - b)/a

049 RTN Rücksprung

Programm für_TI-58/59

 

Ro1| Ro2 Ro3 Ro4 Ros Ro6
s - k u v W
 Datenspeicher

        
Statt eines eigenen Programms können hier die speziellen

Steueroperationen Op 12, Op 14 und Op 15 verwendet werden.

Anleitung zur Verwendung

Eingabe des Programms für HP-67/97; dieser Schritt entfällt

für die Rechner TI-58/59.

Im weiteren ist die Gliederung des obigen Algorithmus bei-

behalten.

(1) Vorbereitungsschritt zur Eingabe

bei HP-67/97: a (Löschen der Summationsspeicher),

bei TI-58/59: Pgm 1 SBR CLR (Löschen von R01 bis R06

und RT).

(2) Eingabe der ‚Wertepaare

bei HP-67/97: x, ENTER Yı Z+ für 1 = 1,...,k,

bei TI-58/59: x, x+—+t Yı Z+ für i = 1,...,k.
1
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(3) Berechnung der Koeffizienten der Ausgleichsgeraden bei

HP-67/97: A;

dieser Schritt entfällt bei TI-58/59.

(4) Berechnung und Anzeige des Funktionswertes g(x) der Aus-

gleichsgeraden zu gegebenen x

bei HP-67/97: x B,

bei TI-58/59: x Op 14.

(5) Berechnung und Anzeige der Stelle x mit g(x) = y zu

gegebenen y

für HP-67/97: y C,

für TI-58/59: y Op 15.

Mögliche Wiederholungen:

Schritt (4) und Schritt(5) in beliebiger Reihenfolge,

ab Schritt (2) zur zusätzlichen Verwendung weiterer Werte-

paare,

ab Schritt (1) für eine andere Ausgleichsaufgabe.

Die Koeffizienten a und b der verwendeten Ausgleichsgeraden

können angezeigt werden:

bei HP-67/97 im Anschluß an (3) oder später durch RCL A zur

Anzeige von a, RCL B zur Anzeige von b,

bei TI-58/59 im Anschluß an (2) oder später durch Op 12 zur

Anzeige von b und anschließend x++t zur Anzeige von a.

Die oben angegebene Belegung des Datenspeichers durch

k, 8, u, v, w wird durch die Funktionstaste Z+ vorgenommen;

gleichzeitig wird noch Rs$ bzw. R02 mit t = £yi belegt, je-

doch hat diese Summe für die Ausgleichsgerade keine Bedeutung.

Beispiele

(i) Für 1 = 1,...,21 wurden die Pgnkte X; > -1 + 0.1(1-1)

und die Funktionswerte y,=e i gewählt. Die zugehörige

Ausgleichsgerade hat die Koeffizienten a = 1.114036447
X

und b = 1.193651807. Hiermit ist max_ [|e’* - g(x,)| =
1<1<21

e - g(1) = 0.410593574.
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(1i) Wir wählen nach [18] k = 3 und die Werte x, = 665999,
1

3> 666001, Y3 > 1. Die

Wertepaare liegen auf einer Geraden. Mit dieser Geraden

Yı > -1, X, > 666000, y = 0, x

fällt die Ausgleichsgerade zusammen, und das Minimum

in der Definition der Ausgleichsgeraden wird Null. Wir

erwarten daher a = 1 und b = -666000.

Die Berechnung mit TI-59 1liefert die erwarteten Er-

gebnisse. Bei der Durchführung der Rechnung mit HP-97

tritt eine Unterbrechung des Programmablaufs infolge

Division durch Null auf. Dies kommt daher, daß bei der

Berechnung des Nenners d = kv - u2 von a Null entsteht.

Während v = Exi = 1330668000002 sein müßte, kann infolge

der zehnstelligen Rechengenauigkeit nur v = 1330668000000

wiedergegeben werden; damit wird numerisch 3v =

3992004 -10° und u? = (3.666.107)? = 3992004:10°, so daß
numerisch d = O folgt im Unterschied zu dem exakten Wert

d = 6. In diesem kritischen Beispiel wirkt sich die höhere

Rechengenauigkeit der TI-Rechner aus. Jedoch wird die ent-

sprechende Genauigkeitsgrenze bei den TI-Rechnern zum

Beispiel bei der Berechnung der Ausgleichsgeraden für

die Wertepaare x, = 2665999, Yı > -1, X, = 2666000, Ya > 0,

X, = 2666001, Y3 > 1 erreicht; hier ist dann entsprechend
3

der Nenner zur Berechnung von a numerisch Null.

Diese Erscheinungen treten dadurch auf, daß mit der

Funktionstaste Z+ sowohl bei den Rechnern HP-67/97 wie

auch bei den Rechnern TI-58/59 die Summen s, u, V, W

gemäß ihrer Definition berechnet werden. In den Bei-

spielen entstehen bei der Summe v = Exi Genauigkeits-

verluste, und bei der Subtraktion k2xi - (Exi)2 erfolgt

dann die Auslöschung aller wesentlichen Ziffern der

Differenz.
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Nach [18] geben wir anschließend eine rekursive Berechnungs-

methode an, mit der solche Auslöschungseffekte vermieden

werden können.

Mit den arithmetischen Mitteln

1 1
=- 3 X4 =- ZyK k Zr MK 7R ZYa

lassen sich die Koeffizienten a und b der Ausgleichsgeraden

L

auch schreiben als

k
1i1xiyi - KL,M,

a =Ü— 7 b = Mk - aLk.

z X; - kLk
i=1

Die arithmetischen Mittel können rekursiv berechnet werden

gemäß

= = lUix - =L) = Xir Dy * I_ı * k(xk Ly_4), k= 2,3,..0.07

= = 1y - =A

Für die Nenner Nk der letzten Darstellung von a gilt die

Beziehung

k2 2
Z x

1=1 *

k
N -KL/= Z (x

K q=1 1
2

x - L7

Daraus folgt zusamnmen mit der Rekursionsformel für Lk auch für

Nk eine rekursive Berechnungsmöglichkeit,

= = k-1 _ 2 =N, = 0, N: = Nk—1 + 7 (xk Lk-1) ‚ks=2,3,...

Auf Grund dieser Überlegungen erhält der Algorithmus zur

Berechnung der Ausgleichsgeraden nun die folgende Form.

Voraussetzung: k>2

[a]»[+]x] 3[ m [nlwlx Ir ]
 

(1) Vorbereitungsschritt:

Löschen der Summations-

speicher

z
5
3

4
4

4
4

4

©
0
0
©
O
0
O
O
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Eingabe X=X, , Y>Y/ (2) Eingabe der Wertepaare,

W+*+W+xy rekursive Rechnung

1+1+1

n+n+ i%l(x - 1)2

1 i1+1+ i(x 1)

m+m+ %(y - m)

1: k <

a + %(w — kln) (3) Berechnung von a und b

b-m- al

Eingabe x (4) Funktionswert der Aus-

Anzeige ax + b gleichsgeraden an der

Stelle x

Eingabe y (5) Abszisse x, an der die Aus-

Anzeige x;b gleichsgerade den Funktions-

wert y annimmt.

Programm für _HP-67/97

Ro R1 R.l| R3l Ry R5 R6 RA Ra
Datenspeicher 1 1ı m n w x Y a b

_
(1) Vorbereitungsschritt

001 LBL_b O STO O STO 1 1+0,1+0

005 STO 2 STO 3 STO 4 m+0,n+0O,w+Oo

008 RTN Rücksprung

(2) Eingabe der Wertepaare, rekursive Rechnung

009 LBL_D STO 6 R+ STO 5 R+* R6 + Yı R5 + X

014 * STO+4 15ST0+0 W+W+xy,1+1+1

018 RCL 5 RCL 1 - ENTER x? Ry + (x - 2)2
023 RCLO1- RCLO +# * STO + 3 n+n+(x- 1204 - 1/1
030 CLx RCL O + STO + 1 1+1+ (x - 1)/1

034 RCL 6 RCL 2 - RCL O + STO + 2 m +m+ (y - m)/i

040 RTN Rücksprung



041

046

052

058

(4)

059

064

(5)

065

070
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(3) Berechnung von a und b

LBL_E RCL 4 RCL O RCL 1 * Rx + kl

RCL 2 * - RCL 3 + STO A a + (w - klm)/n

RCL 1 * CHS RCL 2 + STO B b+ m- al

RTN Rücksprung

LBL_B RCL A * RCL B + Rx+ax+b

RTN Rücksprung

LBL_C RCL B - RCL A + Rx"(y-b)/a

RTN Rücksprung

Programm für TI-58/59

Roo/| Ro1| Ro2| Ro3| Ro4| Ros Ro6| Ro7| Ros
Datenspeicher 1 1 n n w x Y a b

x
(1) Vorbereitungsschritt

O STO O STO 1 STO 2 1+0,1+0,m-+O

STO 3 STO 4 n+0O,w+O

INV SBR Rücksprung

Eingabe der Wertepaare, rekursive Rechnung

Lbl D STO 6 * x+—+t STO 5 R06 + Yı R05 + X

= SUM 4 W+W + xy

RCL 5 - RCL 1=x? * RCLO + Rx+(x-l)2:l.

Op 20 RCL O = SUM 3 1+1+1, n + n+:"—1—1(x-l)2

RCL 5 - RCL 1 = Rx<-x—l

+ RCL O = SUM 1 1+1+ (x - 1)/i

RCL 6 - RCL 2 = Rx<-y-m

+ RCL O = SUM 2 m +m+ (y - m)/1

INV SBR Rücksprung
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(3) Berechnung von a und b

066 Lbl E RCL 4 - Rx * W

071 RCL O * RCL 1 * RCL 2 = RX + w - klm

080 + RCL 3 = STO 7 a + (w - klm)/n

086 * RCL 1 +/- + RCL 2 = STO 8 b-m- al

096 INV SBR Rücksprung

(4)

097 Lbl B * RCL 7 + RCL 8 = R + ax + b

106 INV SBR Rücksprung

(5)

107 Lbl C - RCL 8 = + RCL 7 = R + (y - b)/a

117 INV SBR Rücksprung

Anleitung _zur _Verwendung der_Programme

Eingabe des Progranmms.

Es gilt wieder die Gliederung des obigen Algorithmus.

(1) Vorbereitungsschritt (Löschen der Summationsspeicher)

bei HP-67/97: b,

bei TI-58/59: RST R/S.

(2) Eingabe der Wertepaare

bei HP-67/97:; x, ENTER Yı D für 1 = 1,...,k,

bei TI-58/59: X; X++t Yı D für 1 = 1,...,k.

(3) Berechnung der Koeffizienten der Ausgleichsgeraden: E.

(4) Berechnung und Anzeige eines Funktionswertes g(x) der

Ausgleichsgeraden: x B.

(5) Berechnung und Anzeige des Abszissenwertes x mit

g(x) = y zu gegebenen y: y C.

Mögliche Wiederholungen:

(4) und (5) in beliebiger Reihenfolge,

ab Schritt (2) zur Berücksichtigung weiterer Wertepaare,

ab Schritt (1) für eine andere Ausgleichsaufgabe.
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Die Koeffizienten a und b der berechneten Ausgleichsgeraden

können angezeigt werden

bei HP-67/97 durch RCL A bzw. RCL B,

bei TI-58/59 durch RCL 07 bzw. RCL 08.

Beispiele

Bei der Wiederholung der obigen Beispiele liefern nun beide

Rechnerarten die genauen Ergebnisse. Ebenso wird die Aus-

gleichsgerade zu den Wertepaaren X; > 666665999, Yı > -1,

X, = 666666000 , Y2 > 0, X; > 666666001, Y3 > 1 richtig er-

mittelt. Erst für das Beispiel X41 > 6666665999, Yı > -1,

Xx, > 6666666000, Yı > 0, X; = 6666666001 , Y3 = 1 zeigen

sich wieder Unterschiede. Mit den Rechnern HP-67/97 werden

unzutreffende Koeffizienten a = 1.714285714,

b = —1.142857028*1010 ermittelt; dagegen werden durch die

höhere Rechengenauigkeit der Rechner TI-58/59 von diesen

Geräten die richtigen Ergebnisse a = 1, b = -6666666000 ge-

liefert. Die Berechnungsfehler der HP-Rechner in diesem

Beispiel stammen von der natürlichen Genauigkeitsgrenze, da

intern mit zehn geltenden Ziffern gearbeitet wird. Mit der

Abkürzung z = 6666666-103 ist hier der Nenner N, bei exakter

Rechnung N3 = xä + xä + xä - 3Lä = (z - 1)2 + z3 + (z + 1)2 -

3z2 = 2,. Da die eingegebenen Zahlenwerte X; jedoch bereits

die volle Genauigkeit von zehn geltenden Ziffern aus-

schöpfen, ist die Mittelwertbildung zur Berechnung von L2

numerisch nicht mehr wirksam ausführbar, denn es würde eine

halbe Einheit der zehnten geltenden Stelle benötigt. Daher

wird insbesondere N3 fehlerhaft berechnet.
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Diese Beispiele zeigen, daß die Berechnung der Ausgleichs-

geraden mit Hilfe der Funktionstaste Z+ für Daten mit vielen

signifikanten Stellen numerisch nicht angemessen ist; durch

Auslöschung entstehen dann künstliche Grenzen für den Ein-

satzbereich der Rechner. Bei der zuletzt dargestellten re-

kursiven Berechnungsmethode wird dagegen der Anwendungsbe-

reich der Rechner in natürlicher Weise erst dann begrenzt,

wenn schon die eingegebenen Werte die volle Rechengenauig-

keit des Gerätes ausschöpfen.



7, ANFANGSWERTAUFGABEN GEWÖHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
 

Wir betrachten Anfangswertaufgaben für gewöhnliche Differen-

tialgleichungen in der Gestalt

u' (x)

u'(a)

£(x,u(x)), a<x<b,

a

Ist eine geschlossene Lösung nicht auffindbar, so ist man

darauf angewiesen, Näherungslösungen zu berechnen. In diesem

Kapitel erläutern wir, wie Funktionswerte von Näherungslösun-

gen durch Einschrittverfahren und durch Mehrschrittverfahren

erhalten werden können, und wir geben die zugehörigen

Algorithmen und Programme an.

Diese Methoden sind auch anwendbar auf Anfangswertaufgaben für

Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen

u5(x) = fj(x‚u1(x),u2(x)‚...‚un(x))‚ a<x<b,

j 3 = 1,...404

Hierzu überträgt man die Näherungsverfahren auf vektorwertige

Funktionen u = (u1‚u2‚...,un). Anfangswertaufgaben für eine

Differentialgleichung höherer Ordnung,

uj(a) = q

u (x) = gix,ulx) u (x),...,u71 (x)), acx<b,

u(3_1)(a) = dsr j=1,...,n,

lassen sich hier ebenfalls einordnen, wenn man sie als Aufgabe

für ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung formuliert

mit f., = .44gr j = 1,...,n-1 und fn = g. Insbesondere für den

Fall n = 2 sind Anfangswertaufgaben

u" (x)

ul(a) = Agr u'(a) = Anı

gi(x,u(x),u'(x)), a<x<b,

damit auf Taschenrechnern näherungsweise lösbar, worauf wir

jedoch nicht ausführlicher eingehen können.

8 Hainer, Numerische Algorithmen



102 7. Gewöhnliche Differentialgleichungen

Neben den hier behandelten Methoden gibt es noch zahlreiche

weitere Ein- und Mehrschrittverfahren, die bei höherem

Rechenaufwand bessere Näherungen liefern (s. [4]).

7,1, EINSCHRITTVERFAHREN

Die Anfangswertaufgabe

u'(x) = £f(x,u(x)), a<x<b,

u(a) = ,

wird numerisch gelöst, indem mit Hilfe von Einschrittver-

fahren für eine Schrittweite h+4#0 Funktionswerte von Näherungs-

lösungen w} berechnet werden für x = a, a+h, at+2h,... .

Wir befassen uns mit m-stufigen Einschrittverfahren vom Runge-

Kutta-Typ und geben dafür die allgemeine Struktur des Lösungs-

algorithmus an. Im Hinblick auf die Programme für Taschen-

rechner beschränken wir uns dann auf das Polygonzugverfahren,

das verbesserte Polygonzugverfahren und das klassische Runge-

Kutta-Verfahren,

Bei m-stufigen Verfahren vom Runge-Kutta-Typ geht man folgender-

maßen vor. Beginnend nmit x = a und uh(a) = @ (oder einer

Näherung O} für a«) wird gerechnet

uh(x+h) = uh(x) + h(y1k1+...+Ymkm)(x,uh(x))

mit

£f(x,y)k1(XIY)

k2(x‚y) = £f(x + a2h, y+hßz1k1(x‚y))

km(x‚y) £(x+amh‚ y+h(ßm1k1+"'+ßm‚m-1km-1)(X’Y))'

Die Koeffizienten solcher Verfahren werden angegeben in der

Form
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%2 B21

%3 Bß31 Baz

%n Bm1 Bm2 ... ßm,m---1

Yı Y2 ... Ya-1 Ym

Beispiele

m = 1

Polygonzugverfahren

1

m= 2

verbessertes verbessertes_Verfahren

Polygonzugverfahren von_Euler-Cauchy

1 1
2 2

o 1

m = 3 
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m = 4 

klassisches_Runge-Kutta-Verfahren 3/8-Regel 

1l 1
2 2

1 1
29 z
1 o o 1

1121 41
6 3 3 6

 

Verfahren von_Kuntzmann

 
2| 2
5 5

3al_2 3
5 20 4

„| 122 _15 40
44 44 44

55 125 125 55
360 360 360 360

Mit Oc<h<b - a, N_ = [(b - a)/h] und den Abkürzungen
h

Iy ={:xe[a,b]lx = a+j3h, j = 0‚...‚Nh}

Z
gilt für diese Beispiele m-stufiger Einschrittverfahren der

folgende Konvergenzsatz: Ist die rechte Seite f der

Differentialgleichung stetig und erfüllt sie bezüglich der

zweiten Veränderlichen eine Lipschitzbedingung, dann kon-

={x€[a‚b]lx = a+jh, j = o,...‚nh-1}

vergieren für ah+u(h+o) die Näherungslösungen uy gegen die

exakte Lösung u der Anfangswertaufgabe für die Differential-

gleichung gemäß

max |u, (x) - u(x)|+0 (h>+0),
x€Ih

1
max [ (u, (x+h)-u, (x)) - u'(x)|+0 (h=+0).
x€I‚']Ih “n h
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Mit p = m gilt darüberhinaus für die Konvergenzordnung die

folgende Aussage: Ist die Funktion f zusätzlich p-mal stetig

differenzierbar und konvergieren die Anfangswerte gemäß

Iah - al<const.hP, so gilt

hup(x) - u(x) |<const-hP, XEI„, für h+0

(s. [4]; insbesondere gilt für m>4 nur p<m).

Der folgende Algorithmus ermittelt mit Hilfe eines Einschritt-

verfahrens eine Näherungslösung uh(x) für x = a(h)a+jh. An-

gezeigt wird jeder n-te Ort x und der zugehörige Funktions-

wert uh(x).

Algorithmus Eingabe: Unterprogramm für f;

h, j-n, x =a, u=a.

a(nh)a+jh.Anzeige: h; x, uh(x) für x

Hauptprogramm

n3lnul=|
Anzeige h

Anzeige x

Anzeige u

i= 1(1)j

Aufruf "Einschrittverfahren"

dj:1 4
n n —r

 

  Anzeige x

Anzeige u  
Stop
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Unterprogramm m-stufiges_Einschrittverfahren

S][
s = 1(1)m

Aufruf "Unterprogramm Us"

kS + £(x’',v)

Aufruf "Unterprogramm Un

 
m |Ss

 

‚ k
 

 

m l

   
n

+1
x+x+h

Rücksprung

Unterprogramm U,

für s = 1: x'! + x

vu

Rücksprung

für s = 2,...,m: x' + x + ush

V4-u+h(ßg.„(1 +..., +Bß

Rücksprung

für s=m+ 1: u+u+ h(y1k1 + ... + Ymkm)

s‚s-1ks-1)

Rücksprung

Durch diese Gestalt des Algorithmus wird die allgemeine

Struktur der Einschrittverfahren vom Runge-Kutta-Typ wieder-

gegeben. Die Aufgabe des Unterprogramms "m-stufiges Ein-

schrittverfahren" ist es, die Wertzuweisungen u+uh(x+h),

X+x+h durchzuführen. Die dabei aufgerufenen Unterprogramme

US stellen für s = 1,...,m jeweils die beiden Argumente der

Funktion f bereit, mit denen ks berechnet wird. Das Unter-

programm U berechnet uh(x+h). Die Koeffizienten °j’ Bjk'
m+1

Yj des Verfahrens treten nur in den Unterprogramnen Us für

s = 2,...,m+1 auf,

Für die nachfolgenden Beispiele von Einschrittverfahren ver-

wenden wir jedoch nicht diese allgemeine Struktur. In diesen

Fällen kann man nämlich ohne Speichern der Größen k1,...,km

auskommen, so daß man bei der Realisierung dieser Verfahren

durch Taschenrechnerprogramme weniger Datenspeicherplätze be-



7.1. Einschrittverfahren 107

nötigt. Ebenfalls im Hinblick auf die Erstellung von Pro-

grammen für Taschenrechner sind die Funktionsaufrufe für die

Funktion £ so formuliert, daß die beiden Argumente jeweils

zuerst berechnet werden und dann auf den festen Plätzen x und

V zur Verfügung stehen. Wir geben daher die Unterprogramme

für spezielle Einschrittverfahren an.

Unterprogramm Polygonzugverfahren

Erläuterungen

 

v+u

u+ u + hf(x,v) u = uh(x+h) = uh(x)+hf(x,uh(x))

X+x+h

Rücksprung

Unterprogramm_ verbessertes_Polygonzugverfahren

 

n-n Erläuterungen

v+u
veu+ %hf(x,v) v= uh(x)+%hf(x‚uh(x))

Xx+X+ % x' = X+%

u+u + hf(x,v) u = u (x+h) = u, (x)+h£(x',v)
X+ X + z X = x'+5

Rücksprung

Unterprogramm_klassisches_Runge-Kutta-Verfahren

u n Erläuterungen

v+u

k + h£f(x,v) = hk, = h£(x,u, (x))

cC+Kk c = hk
7 1

v+-+u+ äk

Xx+ Xx + %h x' = x+%h

k + hf(x,v) k= hk) = hf(x' ‚u(x)+3k,)
C+C+ 2k c = h(k1+2k2)

1
v+u+ 5k
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k + h£(x,v) = hk, = h£f(x' ‚u(x)+5k,)
C+ C + 2k = h(k1+2k2+2k3)

v+u+k

X+ X + %h x" = x'+%h

K + h£f(x,v) k = hk4 = hf(x",uh(x)+hk3)

1 - hu+u+ g(C + k) uh(x+h) = uh(x)+6(k1+2k2+2k3+k4)

Rücksprung

In den nachfolgenden Taschenrechnerprogrammen kommen wir bei

dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren ohne die Reservierung

eines Datenspeicherplatzes für k aus, da wir mit der Speicher-

arithmetik arbeiten.

Programm für _HP-67/97
  

 

        
Belegung des Datenspeichers Ro R1 R2 R3 R4 R5

für das Hauptprogramm h 1 j n u X

Hauptprogramm

001 LBL_A RCL O FIX PRTx Anzeige h

005 RCL 5 PRTx RCL 4 SCI PRTx Anzeige x=a, Anzeige u=a

010 O STO 1 1+0

012 LBL O0 E u + uh(x+h), X+x+h

014 1 STO + 1 1+1+1

 

   016 RCL 1 RCL 3 + FRAC x40? GIO 1 wenn [ä] + %

022 RCL 5 FIX PRTx RCL 4 SCI PRTx Anzeige x, Anzeige u

028 LBL_1 RCL 1 RCL 2 x>y? GTO O wenn j>1i ——

033 R/S Stop

034 LBLE

 



Zusätzliche Belegung des Datenspeichers

für die speziellen Einschrittverfahren

(c nur für das Runge-Kutta-Verfahren)
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Unterprogramm Polygonzugverfahren

034

037

042

043

LBL_E RCL 4 STO 6

B RCL O STO +

RTN

LBL_B

5 * STO + 4

 
R6 R.
 
V c    

v+u

u + uthf(x,v), x+x+h

Rücksprung

Unterprogramm verbessertes Polygonzugverfahren

034

037

044

048

052

053

Unterprogramm klassisches

034

037

041

048

053

058

063

066

070

073

078

079

LBL_E RCL

B RCL O

B RCL O

RCL O 2

RTN

LBL_B

2

*

4 STO 6

+ STO + 5 * STO + 6

STO +

STO +

LBL_E RCL 4 STO

B RCL O * STO 7

2 + STO + 6 RCL

B RCL O * STO +

2 + RCL 4 + STO

B RCL O * STO +

RCL 4 + STO 6

RCL O 2 + STO +

B RCL O *

RCL 7 + 6 + STO

RTN

LBL_B

4

5

6

02 +

7 STO

7 STO

STO + 5

+ 7

v+u

v+v+ %f(x‚v), X + x+%

u+u+hf(x,v)

X*‘X+5

Rücksprung

Runge-Kutta-Verfahren

+ u

hf(x,v), c+Kk

4
4

v+ %k, x+x+%h

h£(x,v), c + c+2k+

v

k

v

k

v+-+u+ %k

k + hf(x,v), C© + c+2k

v+u+t+k

X+ X + %h

k + h£f(x,v)

u+u+ ä(c + k)

Rücksprung
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Programm für TI-58/59

Belegung des Datenspeichers

für das Hauptprogramm

 

Roo 03 04 05
 

   
02

     

3 =

Hauptprogramm

000 Lbl_A RCL O Prt RCL 5 Prt

008 RCL 4 Prt O STO 1

014 Lbl _INV E

017 Op 21 RCL 1 + RCL

025 INV Int CP INV x=t 1lnx

031 RCL 5 Prt RCL 4 Prt

037 Lbl_lnx RCL 2 x—t RCL 1

044 INV x>t INV

047 R/S

048 LblE

Zusätzliche Belegung des Datenspeichers R

für die speziellen Einschrittverfahren

(c nur für das Ruge-Kutta-Verfahren)

Unterprogramm Polygonzugverfahren

048

054

063

064

Lbl E RCL 4 STO 6

B * RCL O SUM 5 =

INV SBR

Lbl B

SUM 4

Anzeige h, Anzeige x =

Anzeige u = a, 1+0

u + uh(x+h)‚ X + x+h

i + 1+1, R + i/n

wenn [4] +xin n
Anzeige x, Anzeige u

Ra *d Rye d <s—
wenn i<j

 

Stop

 

06 07 

    

v+u

u + uth£f(x,v), x + x+h

Rücksprung

Unterprogramm verbessertes Polygonzugverfahren

048

054

062

067

074

081

082

Lbl _E RCL 4 STO 6

B* ( RCLO+2)

SUM 5 = SUM 6

B * RCL O = SUM 4

RCL O + 2 = SUM 5

INV SBR

Lbl B

v+u
h

SX Z h
v+ V+Ef(x‚v)‚ X + x+5

u + u+t+h£f(x,v)

X+ X + g

Rücksprung

   
a
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Unterprogramm klassisches Runge-Kutta-Verfahren

048 Lbl E RCL 4 STO 6 v+u

054 B * RCL O = STO 7 k + hf(x,v), c+k

061 +2=SUM6RCLO+%42=SWM5 v+v+ ä‚ Xx +x + %
073 B * RCL O = SUM 7 SUM 7 k + h£(x,v), c + + 2k

082 + 2 + RCL 4 = STO 6 v+u+ ä
090 B * RCL O = SUM 7 SUM 7 k + h£f(x,v), c+ c + 2k

099 + RCL 4 = STO 6 v+u+k

105 RCLO *2 = SUM 5 x+x+B
112 B * RCL O + RCL 7 = k + h£f(x,v), RX +c+Kk

120 %6 = SUM 4 u+*u+ d(c + k)
125 INV SBR Rücksprung

126 LblB

Anleitung_zur Verwendung_der_Programme

1.

2.

Eingabe des Hauptprogramms und eines Unterprogramms für ein

Einschrittverfahren.

Eingabe des Unterprogranms B zur Berechnung von f(x,v) mit

X aus Rs und v aus R6; bei Rücksprung in das aufrufende

Programm wird der berechnete Funktionswert im Anzeige-

register übergeben.

Eingabe der Schrittweite h, der Zahlen j und n sowie der

Anfangsstelle a und der Anfangsbedingung u(a) = «

bei den Rechnern HP-67/97: h STO O j STO 2 n STO 3

a STO 5 @« STO 4,

bei den Rechnern TI-58/59: h STO 00 j STO O02 n STO 03

a STO 05 a STO 04.

Berechnung von x und uh(x) für x = ath(h)a+jh, Anzeige von

h und Anzeige von x, uh(x) für x = a(nh)a+jh: A,

Sollen zusätzliche Werte für weitere Punkte x = a+(j+1)h,

a+(j+2)h,..., a+Jh berechnet und angezeigt werden, so gibt

man den Wert für J ein: J STO 2 bzw. J STO 02; die weite-

re Programmausführung wird dann gestartet durch GTO O R/S

bzw. GTO INV R/S.
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Mögliche Wiederholungen:

Schritt 5,

ab Schritt 3 für eine andere Wahl der Eingabegrößen,

ab Schritt 2 für eine andere Differentialgleichung.

Nach Abschluß der Rechnung in Schritt 4 und 5 sind die ein-

gegebenen Werte von h, n und j bzw. J unverändert. Bei einer

Wiederholung des Programmablaufs müssen die Größen a und «

immer wieder neu eingegeben werden; die anderen Eingabe-

größen nur, soweit sie verändert werden sollen.

Beispiel

Für die Anfangswertaufgabe u'(x) = 1 + u(x)2, 05x<%, u(0) = 0,

wurden Näherungslösungen ermittelt mit Hilfe des Polygonzug-

verfahrens, des verbesserten Polygonzugverfahrens und des

klassischen Runge-Kutta-Verfahrens. Mit h = 0.1, j = 15,

n= 1, a= 0, a = O0 wurden Näherungswerte uh(x) für x =

0(0.1)1.5 erhalten und angezeigt; für h = 0.05, j = 30, n=2,

a= 0, @ = O0 wurden Näherungswerte berechnet für x = 0(0.05)1.5

und angezeigt für x = 0(0.1)1.5. Das Unterprogramm B zur Be-

rechnung der Funktion £ lautet

für die Rechner HP-67/97

LBL_B RCL 6 x2 1 + RTN Rx + 1+v2‚ Rücksprung,

für die Rechner TI-58/59

Lbl B (1 + RCL 6 x? ) INV SBR Ry + 1+v2, Rücksprung.

Mit veränderter Ausgabeanweisung entstanden die folgenden

Ergebnisse. Zum Vergleich ist noch die exakte Lösung u(x) =

tan x der Anfangswertaufgabe tabelliert für x = 0(0.1)1.5.



E
N
]

E
D
E

C
O
C
O
O
C

-
O
0
0
0
0
0
C
C

M
B
O
L
Q

N
F
E
N
O

I
I
k
b
d
m
C
O

7.1. Einschrittverfahren 113

vr für h=0.1 u} für h=0.05 tan x

Polygonzugverfahren

     
0, OO0000000 0, 00000000 .
D, 10000000 0, 10012500 D.
0, 20100000 0, 20176066 o
0, 20504010 0, 30701665 ü
0, 41434505 0, 41527203 0,
D, 53151323 0, 53539699 0,
0, 65976386 0, 67106441 0, €
0, 50329269 0, 52122640 0,
0, 96752061 0, 99589350 1.
1. 16148828 1. 20548791 1.
1. 39639379 1. 46834622 1,
1. 69138535 1. 80570080 1. 964759686
2. 07746376 2., 27249182 2. 57215162
z. 60904936 2, 96370411 3, 60210245
3, 38976322 4, 09900065 5, P97eBEre
4, 63851269 6, 28364241 14. 10141995

verbessertes Polygonzugverfahren

D, 00000000 0, 00000000 0, 00000000
0, 10025000 0, 10031320 0, 10033467
O, 20252263 0, 20266219 0, 20271004
0, 30900339 0, 30925068 0, 30933625
0, 42223680 0, 42264915 0, 42279322
0, 54538742 0, 54606389 0, 54630249
D, 68262914 0, 68374057 0, 68413681
0, 83977189 0, 84162102 0, 854225535
1.02534044 1. 02548641 1. 02763856
1. 25255777 1. 25509351 1. 26015822
1. 54327465 1. 55350103 1. 55740772
1. 93649215 1, 95675519 1, 96475966
2. 50911638 2. 595364334 2. 57215162
3, 43504629 S, 94996860 3, 60210245
3, 19562790 5, 585655672 5, 79788372
9, 645499153 11, 93794474 14. 10141995
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X u, für h=0.17 u
h h

klassisches Runge-Kutta-Verfahren

0, O

0,

   MBLD—A
C
L

7.2, MEHRSCHRITTVERFAHREN

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns damit, für

wertaufgaben

u'(x) = £(x,u(x)), a<x<b,

u(a) = a,

Näherungsl8ösungen uh(x) für x = a, a+*+h, a+2h,... zu

mit Hilfe von Mehrschrittverfahren. Im Gegensatz zu

schrittverfahren hängt bei den Mehrschrittverfahren

für h=0.05 tan x

 

Anfangs-

ermitteln

den Ein-

die Be-

rechnung von uh(x+h) von der Kenntnis mehrerer zurückliegen-

der Funktionswerte ab, zum Beispiel von uh(x), uh(x-h)’

uh(x-2h). Dadurch wird es möglich, mit geringerem Rechenauf-

wand hohe Konvergenzordnungen zu erreichen. Andererseits ist

von der Differentialgleichungsaufgabe her nur die Anfangs-

bedingung u(a) = @ gegeben. Bevor die Mehrschrittverfahren
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zur Ermittlung von Funktionswerten von Näherungslösungen Yr

eingesetzt werden können, müssen deshalb erst mehrere auf-

einanderfolgende Funktionswerte von Y bereitgestellt sein.

Dies geschieht in einer sogenannten Anlaufrechnung, in der

wir Einschrittverfahren verwenden.

Beispiele für Mehrschrittverfahren sind

das_Extrapolationsverfahren von_Adams-Bashforth

= n -u (x+h) = up(%) + 75(23£0 16£_, + 5£_,),

das_Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Adams
 

ü = 3 _uh(x+h) = uh(x) + 12(23fo 16£_, + 5£_ 2)

+ £_

1

= h.(9f _u (x+h) = u,(x) + zz(9£, + 19£0 5£1 £2)ı
das_Interpolationsverfahren von_Adams-Moulton
 

= x —u (x+h) = u (x) + zg7(9£, + 19£0 5£_; + £_,)ı

sowie

das_Extrapolationsverfahren von Nyström
 

= _ h -up(xth) = up(x-h) + 3(7£0 2£_, + £__1 27ı

das_Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Milne
 

ä = — _h -ü (xth) = uh(x h) + 3(7fo 2£_, + £_,)

= - h(fu, (x+h) uh(x h) + 30£, + 4£f) + £_4) r

das_Interpolationsverfahren von_Milne-Simpson

= _ hun (x+h) = u (x-h) + 3(0£, + 4£0 + £f_4)-

Hierbei sind die Abkürzungen verwendet

£, = £(x+ijh,u, (x+jh)), j = -2,-1,0,1,und £4 = f(x+h,uh(x+h)).1

Im Fall der Interpolationsverfahren liegt für z = uh(x+h) eine

nichtlineare Gleichung z = g(z) vor. Sie wird hier näherungs-

weise gelöst mit dem Verfahren der sukzessiven Approximation,

indem für s = 0,1,2,3 die Schritte der Iteration
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Z(s+1) = g(z(s)) ausgeführt werden; der Funktionswert

uh(x) im vorhergehenden Punkt dient dabei als Startwert z(o).

In entsprechender Weise können die Prädiktor-Korrektor-Ver-

fahren aufgefaßt werden. Dort wird nur ein Schritt der

sukzessiven Approximation zur Lösung der Gleichung z = g(z)

ausgeführt; jedoch dient als Startwert die Näherung für

uh(x+h)‚ die mit Hilfe des zugehörigen Extrapolationsver-

fahrens erhalten wurde.

Für die hier angegebenen Mehrschrittverfahren gilt ähnlich

wie bei den Einschrittverfahren die folgende Konvergenz-

aussage: Die rechte Seite f der Differentialgleichung sei

stetig und erfülle bezüglich der zweiten Veränderlichen eine

Lipschitzbedingung; bei konvergenter Anlaufrechnung kon-

vergieren dann die Näherungslösungen u gegen die exakte

Lösung u der Anfangswertaufgabe für die Differential-

gleichung gemäß

max |u, (x) - u(x)|+0 für h>0.
x€Ih h

Die Ableitung u' wird durch geeignete Differenzenquotienten

approximiert. Mit p = 3 für die angegebenen Extrapolations-

verfahren und mit p = 4 für die angegebenen Prädiktor-

Korrektor-Verfahren und die Interpolationsverfahren gilt

darüber hinaus für die Konvergenzordnung: Ist zusätzlich die

Lösung u der Anfangswertaufgabe (p+1)-mal stetig differen-

zierbar, so gilt

|uh(x) - u(x)liconst.-hp‚ xEI., für h>0,

wenn auch die Anlaufrechnung mit dieser Konvergenzordnung

durchgeführt worden ist.

Die Konvergenzordnung dieser Verfahren wird also nur er-

reicht, wenn die Anlaufrechnung für die angegebenen Extra-

polationsverfahren mit der Ordnung h3 ausgeführt wird; bei

den hier betrachteten Prädiktor-Korrektor-Verfahren und den

Interpolationsverfahren wird in der Anlaufrechnung die

Ordnung h4 benötigt.
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Mit dem folgenden Algorithmus wird eine Näherungslösung uh(x)

berechnet für x = a(h)a+jh. Angezeigt wird jeder n-te Ort x

mit dem zugehörigen Funktionswert uh(x). In der Anlaufrechnung

verwenden wir das klassische Runge-Kutta-Verfahren, so daß

für die anschließend untersuchten Mehrschrittverfahren die

Konvergenzordnung gesichert ist.

Algorithmus Eingabe: Unterprogramm für f;

h, 3, n, x=a, u=a.

Anzeige: h; x, uh(x) für x = a(nh)a+jh.

Hauptprogramm

Anzeige h

Anzeige x

 

Anzeige u

Aufruf "Anlaufrechnung”

i= 2(1)j

Aufruf "Mehrschrittverfahren"

ij:i +
n‘ °n

Anzeige x

  

 

  

 

Anzeige u

Stop

Dieses Hauptprogramm entspricht demjenigen für die Einschritt-

verfahren; hinzugekommen ist die Anlaufrechnung. Für die hier

betrachteten Mehrschrittverfahren hat die Anlaufrechnung die

anschließend angegebene gemeinsame Gestalt. Es werden aus

uh(a) unter Verwendung des klassischen Runge-Kutta-Ver-

fahrens Funktionswerte uh(x) für x = a+h und x = a-h berech-

net. Mit diesen Werten werden für x = a+h die Größen f_, =

f(a—h,uh(a-h)), f_, = f(a‚uh(a)) und fo = f(a+h‚uh(a+h)) be-

reitgestellt. Ausgehend von u = uh(a+h) - sowie w = uh(a) für

die Verfahren von Nyström und Milne - kann dann im Anschluß

9 Hainer, Numerische Algorithmen
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an die Anlaufrechnung eines der obigen Mehrschrittverfahren

zur Berechnung von uh(a+2h) und den nachfolgenden Funktions-

werten der Näherungslösung angewandt werden.

Unterprogramm Anlaufrechnung

f £f_ l £f_ | hl n|ulv le %J
L 9 7 2 —— — Erläuterungen

 

W+u W = uh(a)

v+u

£f_j + £(x,v) f_, = f(a,uh(a))

h + -h

Aufruf "klassisches Runge-Kutta-Verfahren" u=uh(a-h)‚x=a—h

h + -h

v-+u

f_2 + £(x,v) f_2=f(a-h‚uh(a—h))

u+ w u = uh(a)

X + x+h x=a

Aufruf "klassisches Runge-Kutta-Verfahren" u=uh(a+h),x=a+h

n: 1+

Anzeige x

Anzeige u

 v+u ———

f0 + £f(x,vV) fo=f(a+h,uh(a+h))

Rücksprung

Das jeweilige Unterprogramm "Mehrschrittverfahren" nimmt die

Wertzuweisungen u+uh(x+h), X+x+h vor. Dies geschieht dadurch,

daß mit u = uh(x) (und w = uh(x-h) bei den Verfahren von

Nyström und Milne) der Wert v = uh(x+h) berechnet wird. Außer-

dem werden f f_1 und v (sowie bei den Verfahren von Nyströmol

und Milne zuvor u) so umgespeichert, daß sie für den nächsten

Aufruf dieses Unterprogramms bereits in der richtigen An-

ordnung zur Verfügung stehen; zu diesem Zweck wird auch der

dann benötigte neue Wert fo = f(x+h‚uh(x+h)) berechnet.
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Unterprogramm Extrapolationsverfahren von Adams-Bashforth

Erläuterungen

 

1+5£_,)hu + u + 75(23£0-16£_

v+u u= V = u, (x+h)

X+x+h

f_2 + f_

f_1 * fo
fo + £f(x,v) fo = f(x+h,uh(x+h))

Rücksprung

1

Unterprogramm_Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Adams

f_ f_,n= Erläuterungen

v+u+ 12(23f0—16f_1+5f_2) v = U, (x+h)

X+x+h
h

u+u+ Ez(9f(x‚v)+19f0—5f_1+f_2)

v+u us=VvV= uh(x+h)

f_2 + f_1

f__1 + f

f0 + £(x,v) fo = f(x+h‚uh(x+h))

Rücksprung

Unterprogramm_Interpolationsverfahren von Adams-Moulton

 

   

 

  

 

k9 f_1l f_2J hls|ulv/|x Erläuterungen

v+u v=z© - u (x)
Xx+x+h

h S= x -u + u + z7(19£-5£_„+£_,) u= u + z7(19£0-5£_4+£_,)
s = 1(1)4

V+ u + zah£(x,v) vezSn(x+h, z 071y
u+v u=v= z(4) =uh(x+h)

f_2<-.f___‚l

f_, + £o

fo + £(x,v) fo = f(x+h,uh(x+h))
Rücksprung

9 *
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Unterprogramm Extrapolationsverfahren von _Nyström
 

 

LF° lf_‚l f_2l hl u[ v] w[ X ] Erläuterungen
m — = —— —

V+eW+ 307£0-2£_„+£_,) v = u(x+h)

w+u = u (x)

u+ V u = uh(x+h)

X+x+h

f_2 + f_1

f_1 + fo

fo + £(x,v) fo = f(x+h‚uh(x+h))

Rücksprung

Unterprogramm Prädiktor-Korrektor-Verfahren _von Milne
 
 

 

 

 

 

 

if0 f_1l f_2l hlulv Lwl X Erläuterungen
A= = — w

v+w+ 3(7f0—2f_1+f_2) v= uh(x+h)

X+x+h

h =
v+W+ 3(f(x,v)+4fo+f_1) v= uh(x+h)

w+u W= uh(x)

u+*+ v u = uh(x+h)

f_2 + f-1

f_1 + fo

fo + £f(x,v) f0 = f(x+h‚uh(x+h))

Rücksprung

Unterprogramm_Interpolationsverfahren_von_Milne-Simpson

PlT
3 a a (0)

 

 

 
fj Erläuterungen

v+u v=z = uh(x)

x+x+h

h SaweRW+W+ 3(4£0+£_,) W=W+ 3(4£0+£_,)

8 = 1(1)4

V+W+ 3hf(x‚v) < W z(8) _ Ü+%f(x+h‚z(s_1))

w+u W = uh(x)

v = z(4) = uh(x+h)u+ V u =

f_2 + f_1

£_1 + fo

fo + £(x,v) fo = f(x+h,uh(x+h))

Rücksprung
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Die aufgeführten Variablen der einzelnen Algorithmen dienen

als Übersicht über den Bedarf an Datenspeicherplätzen für

die zugehörigen Progranme. Über die bereits genannten

Variablen hinaus wird noch ein Datenspeicherplatz für die

Größe c benötigt, die in dem klassischen Runge-Kutta-Ver-

fahren während der Anlaufrechnung benötigt wird. Wir

speichern im folgenden c gemeinsam mit £0' da fo in der An-

laufrechnung erst nach dem letzten Aufruf des Unterprogramms

für das klassische Runge-Kutta-Verfahren berechnet und ge-

speichert wird.

Bei den Interpolationsverfahren durchlaufen wir die Schleife

s = 1(1)4 wieder rückwärts in der Form s = 4(-1)1 und steuern

sie mit der Dsz-Anweisung. In dem Programm für die Rechner

HP-67/97 wird deshalb s im Indexregister RI

bei den TI-Rechnern die Dsz-Anweisung für die Datenregister

ROO bis Ro9 möglich ist, verwenden wir für s den Daten-

speicherplatz R09, auf dem auch f_2 gespeichert wird; dies

ist möglich, weil in den Programmen für die Rechner TI-58/59

entsprechend den Algorithmen für die Interpolationsverfahren

der bisherige Wert von f_, letztmalig vor der Schleife

s = 4(-1)1 verwendet wird, während der neue Wert für f_, erst

gespeichert. Da

nach Beendigung der Schleife gespeichert wird.

Programm für_HP-67-97
 

 

           
    

Ro| Rı| R2 R3] Ra| R5 R6| R7 Ra |Ro IReo
Datenspeicher 1 3 n lulz T+ £ f £ w

O -1|7-2

_/
Hauptprogranm

001 LBL_A RCL O FIX PRTx Anzeige h

005 RCL 5 PRTx RCL 4 SCI PRTx Anzeige x=a, Anzeige u=a

010 a 1 STO 1 Anlaufrechnung, i + 1
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013 LBL O0 D u + uh(x+h), X + x+h

015 1 STO + 1 i+1+1

017 RCL 1 RCL 3 + FRAC x4*0? GIO 1 wenn [%] +

023 RCL 5 FIX PRTx RCL 4 SCI PRTx Anzeige x, Anzeige u

029 LBL_1 RCL 1 RCL 2 x>y? GTO O wenn j>1 —

034 R/S Stop

  

   

S

 

Unterprogramm Anlaufrechnung

035 LBL_a RCL 4 P++S STO O P++S w+u

040 STO 6 B STO 8 1 CHS STO * O v+u‚f_1+f(x‚v)‚h+-h

046 E u+uh(a—h)‚ x+a-h

047 1 CHS STO * O RCL 4 STO 6 h+-+-h, v+u

052 B STO 9 P—S RCL O P—&S STO 4 f_2 + f(x,V), u+ W

058 RCL O STO + 5 X+x+h

060 E u+ uh(a+h), X + a+h

061 RCL 3 1 x#y? GTO 2 wenn n + 1

065 RCL 5 FIX PRTx RCL 4 SCI PRTx Anzeige x, Anzeige u

071 LBL_2 RCL 4 STO 6 B STO 7 V+u, fo + £f(x,v)

076 RTN Rücksprung

Unterprogramm klassisches Runge-Kutta-Verfahren

077 LBL E RCL 4 STO 6 v+u

080 B RCL O * STO 7 k + hf(x,v), c+ k

084 2+STO + 6 RCLO2+ST0+5 v+vV+1k, x « x + jn
091 B RCLO * STO + 7 STO + 7 k + hf(x,v), c + c + 2k
096 2 %* RCL 4 + STO 6 veu+de
101 B RCL O * STO + 7 STO + 7 k + hf(x,v), c+ C + 2k

106 RCL 4 + STO 6 veu+t+k
109 RCLO2+%STO + 5 X 4X + g
113 B RCLO * k + hf(x,v)
116 RCL 7+6 + STO + 4 u+u+ d(e + k)
121 RTN Rücksprung

122 LBL_D
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Unterprogramme für die speziellen Mehrschrittverfahren

Unterprogranm Extrapolationsverfahren von Adams-Bashforth

122 LBL _D RCL 9 5 *

126 RCL 8 STO 9 16 * - u+u+ Z(23£.-16£_,+5£_,)
132 RCL 7 STO 8 23 * + und £_,+£_,,£_,+£fo
138 RCL O * 12 + STO + 4

144 RCL 4 STO 6 RCL O STO + 5 V+u,X+x+h

148 B STO 7 fo + £(x,vV)

150 RTN Rücksprung

151 LBL_B

Unterprogramm Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Adams

122 LBL _D RCL 9 5 * RCL 8 16 * - RX + :36f_1 + 5f_2

131 RCL 7 23 * + RCL O * 12 + Rx + T5g33f0-16f_1+5f_2)

141 RCL 4 + STO 6 V + ut 73 (23£0-16£_+5£_,)

144 RCL O STO + 5 X+x+h

146 B 9 * RCL 9 + RCL 8 STO 9 5 * u + u+ zL(9£(x,vV)+19£0
155 - RCL 7 STO 8 19 * + —5f_1+f_2)

162 RCLO * 24 + STO + 4 und £_,+£_,,f_,+£fo
168 RCL 4 STO 6 B STO 7 V-+u, fo + f(x,v)

172 RTN Rücksprung

173 LBL _B

Unterprogramm Interpolatjionsverfahren von Adams-Moulton

122 LBL _D RCL 4 STO 6 v+u

125 RCL O STO + 5 X+xXx+h

127 RCL 9 RCL 8 STO 9 5 * - uur DE-5£_4+£_9)
133 RCL 7 STO 8 19 * + und f_,+£f_,,f_,+£o
139 RCL O * 24 + STO + 4

145 4 STO I s + 4

147 LBL_3BRCLO *9 *24 % Ry + zahf(x,v)
156 RCL 4 + STO 6 V + u + zah£(x,v) I
159 DSZ I GTO 3 S + 8-1, wenn s>0

161 STO 4 B STO 7 u + V, fo + £(x,vV)

164 RTN

165 LBL_B
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Unterprogramm Extrapolationsverfahren von Nyström

122

129

138

143

147

151

153

154

LBL_D RCL 9 RCL 8 STO 9 2 *

RCL 7 STO 8 7 * +RCL O * 3

P++S RCL O P—S + STO 6

RCL 4 P—S STO O0 P—S

RCL 6 STO 4 RCL O STO + 5

B STO 7

RTN

LBL_B

h
v+w+3(7fo-zf_1+f_z)

und £_,+£f_,,f_,+fo

w+u

u+ V, X+x+h

fo + f(x,v)

Rücksprung

Unterprogramm Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Milne

122

128

136

141

143

147

156

161

165

169

170

LBL_D RCL 9 RCL 8 2 * -

RCL 7 7 * + RCLO *3

P+—5S RCL O P—S + STO

RCL O STO + 5

B RCL 8 STO 9 +

\

RCL 7 STO 8 4 * + RCL O * 3

6P+—S RCL O P—S + STO

RCL 4 P—S STO O P+—S

RCL 6 STO 4 B STO 7

RTN

LBL_B

Unterprogramm Interpolationsverfahren

122

125

127

134

141

143

149

154

156

160

164

165

LBL_D RCL 4 STO 6

RCL O STO + 5

RCL 8 STO 9 RCL 7 STO 8 4 * +

RCL O * 3 } P—S STO + O P&—S

4 STO I

LBL_3 B RCL O * 3 +

P++S RCL O P+—S + STO 6

DSZ I GTO 3

RCL 4 P—S STO O0 P—S

RCL 6 STO 4 B STO 7

RTN

LBL_B

)

+ -2f +f
h -1 -2

Rx4—äé7fo-2f_1+f_z)
V+W+3(7£0-2£_4+£_,)

xXx+x+h

V + WHR(£(x,V)+4£oH£_1)
und f_,+f_4,,£f_1,+f

°

w+u

u + V, £9 + £(x,v)

Rücksprung

von Milne-Simpson

v+u

X+X+h
h

W + w+ä(4fo+f-1)

und f_

s + 4

R + ht'(x,v)
X 3°

w + 3f(x‚v)

+ 8 - 1, wenn s>0

+ u

2°£_4rf_1*fo

+

s
z

U
S

+ V, £_ + £(x,v)
°

Rücksprung
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Programm für TI-58/59

Roo| Ro1| Ro2| Ro3| Ro4| Ros| Roe| Ro7| Ros |Roa |R10
Datenspeicher h 1 5 n u x v fo f_1 _2l w

c s
Hauptprogramm

000 Lbl A RCL O Prt RCL 5 Prt Anzeige h, Anzeige x=a

008 RCL 4 Prt Anzeige u=a

011 A' 15STO 1 Anlaufrechnung, 1+1

015 Lbl_INV D u<—uh(x+h) yX+X+h <—

018 Op 21 RCL 1 + RCL 3 = i1+1+1, Rx<-i/n

026 INV Int CP INV x=t lnx wenn [%] + %

032 RCL 5 Prt RCL 4 Prt Anzeige x, Anzeige u

038 Lbl_lnx RCL 2 x++t RCL 1 RT + jr Rx +1 <—

045 INV x>t INV wenn i1<j

048 R/S Stop

Unterprogramm Anlaufrechnung

049 Lbl A' RCL 4 STO 10 STO 6 wWw+u,v-+u

057 B STO 08 1 +/- Prd O f_, * £(x,V), h + -h

064 E u + uh(a-h)‚ X + a-h

065 1 +/- Prd O RCL 4 STO 6 h+<+-h, v+u

073 B STO 9 RCL 10 STO 4 f_2 + £f(x,V), u + W

080 RCL O SUM 5 Xx+Xx+h

084 E u+ uh(a+h), X + ath

085 RCL 3 x+&t 1 INV x=t CE wenn n#+1

092 RCL 5 Prt RCL 4 Prt Anzeige x, Anzeige u I

098 Lbl_CE RCL 4 STO 6 B STO 7 vu o + £lx,v)

107 INV SBR Rücksprung
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Unterprogramm klassisches Runge-Kutta-Verfahren

108

114

1217

133

142

150

159

165

172

180

185

186

Lbl _E RCL 4 STO 6

* RCL O = STO 7

+ 2=SUM 6 RCLO +2 =

B * RCL O = SUM 7 SUM 7

+ 2 + RCL 4 = STO 6

* RCL O = SUM 7 SUM 7

+ RCL 4 = STO 6

RCL O + 2 = SUM 5

B * RCL O + RCL 7 =

+ 6 = SUM 4

w

SUM

+u

+ h£f(x,v) c + k
1

+ V+äk, X + x+%h

+ hf(x,v), c + c + 2k
1

\1+5k

+ h£(x,v), c + c + 2k

+u+k

+ X + g

+ h£f(x,v), Rx + c+k

E
K
S
F
F
<

4

+ u + Ä(c+k)
Rücksprung

Unterprogramme für die speziellen Mehrschrittverfahren

Unterprogramm Extrapolationsverfahren von Adams-Bashforth

186

194

205

214

222

229

230

Lbl D 23 * RCL 7 -

16 * RCL 8 + 5 * RCL 9 =

* RCL O + 12 = SUM 4

RCL 4 STO 6 RCL O SUM 5

B Exc 7 Exc 8 STO 9

INV SBR

Lbl B

Rx + 23f0

Ry + 23f0-16f_1+5f_2

h _u+u+T?(23fo 16f_1+5f_2)

V+u,xXx+x+h

f_2+f_1,f_

Rücksprung

1+fo,fo<-f(x,v)

Unterprogramm Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Adams

186

194

205

217

221

231

239

248

252

259

260

Lbl D 23 * RCL 7 -

16 * RCL 8 + 5 * RCL 9 =

* RCL O + 12 + RCL 4 = STO 6

RCL O SUM 5

B *9 + 19 * RCL 7 -

5 * RCL 8 + RCL 9 =

* RCL O + 24 = SUM 4

RCL 4 STO 6

B Exc 7 Exc 8 STO 9

INV SBR

Lbl B

Rx + 23f0

Ry + €?fo-16f_1+5f_2

veut 73(23£0-16£_+5£_

Xx+x+h

Rx + 9f(x,v) + 19f0

Rx4—9f(x‚v)+19fo—5f_1
h

u+u+ Ei(9f(x‚v)+...)

2)

+f_2

v+u

f_2+f_1,f_1+fo‚fo+f(x‚v)

Rücksprung
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Unterprogramm Interpolationsverfahren von Adams-Moulton

186 Lbl D RCL 4 STO 6 RCL O SUMO5 v+u,x+<«x+h

196 19 * RCL 7 - 5 * RCL 8 + Rx + 19f - 5f_1

207 RCL 9 = * RCL O + 24 = SUM 04 u+*u+ _I(19f-5f1+f2)

219 4 STO 9 s+ 4

222 Lbl CLRB * RCLO*9#%24+ R/+ ilh2(x,v) <———ii
234 RCL 4 = STO 6 v+u+ ——hf(x,v)

239 Dsz 9 CLR 3+ 8 - 1‚ wenn s>0

242 STO 4 u+ V

244 B Exc 7 Exc 8 STO 9 £_+£_4r£_41+£orfotf(x,v)

251 INV SBR Rücksprung

252 Lbl B

Unterprogramm Extrapolationsverfahren von Nyström

186 Lbl D 7 * RCL 7 - 2 * RCL 8 + Rx + 7f 2f_1

198 RCL 9= * RCLO *23 + R+—(7f-2£_,+£_,)
207 RCL 10 = STO 6 v+w+h(7f-2£_,+£f_,)
212 Exc 4 STO 10 RCL O SUM 5 W+U, U+V, X+X+h

220 B Exc 7 Exc 8 STO 9 £_t£_jr£_1+£orfot£f(x,V)

227 INV SBR Rücksprung

228 Lbl_B

Unterprogramm Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Milne

186 Lbl D 7 * RCL 7 - 2 * RCL 8 + Rx + 7f 2f_1

198 RCL 9= * RCLO 23 + Ry + (7f-2£_,+£f_,)

207 RCL 10 = STO 6 v+w+-(7f2f1+f__2)

212 RCL O SUM 5 X+X+ h

216 B+4 * RCL 7 + RCL 8 = Rx+f(x,v)+4f+£f _1

226 * RCL O + 3 + RCL 10 = STO 6 v+w+—(f(x‚v)+4f+£1)

237 Exc 4 STO 10 wW+u,u+ V

241 B Exc 7 Exc 8 STO 9 f_2+f_1,f_1+fo‚fo+f(x‚v)

248 INV SBR Rücksprung

249 Lbl _B
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Unterprogramm Interpolationsverfahren von Milne-Simpson

186 Lbl _D RCL 4 STO 6 RCL O SUMO5 v+u,x+x+h

196 4 * RCL 7+RCL 8 = Ry + 4f9 + £_,
204 * RCL O + 3 = SUM 10 W+ w+R(4£+£_,)
212 4 sTO 9 8+4

o w +215 Lbl _CLR B * RCL O RX + %f(x‚v)

224 RCL 10 = STO 6 v w+ B£(x,v)
229 Dsz 9 CLR 8 + 8 - 1, wenn s>0

232 Exc 4 STO 10 w+u,u+ v

236 B Exc 7 Exc 8 STO 9 f_2+f_1,£_1+fo‚fo+f(x,v)

243 INV SBR Rücksprung

244 Lbl _B

Anleitung zur Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Hauptprogramms mit Anlaufrechnung und

klassischem Runge-Kutta-Verfahren sowie Eingabe eines

Unterprogramms für ein Mehrschrittverfahren.

2. Die weiteren Punkte aus der Anleitung zur Verwendung

der Programme für die Einschrittverfahren gelten un-

verändert.

Beispiele

(1) Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe u'(x) =

1+u(x)2, 05x<%, u(0) = 0, mit der exakten Lösung u(x) =

tan x. Hierzu wurden Näherungswerte ermittelt mit den Ver-

fahren von Adams. Mit der Schrittweite h = 0.05 und mit

j = 30, n=2, a= 0, @ = O0 wurden Funktionswerte der

Näherungslösungen berechnet für x = 0(0.05)1.5 und angezeigt

für x = 0(0.1)1.5. Das Unterprogramm B zur Berechnung von

f(x,v) lautet
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für die Rechner HP-67/97

LBL _B RCL 6 x2 1 + RTIN Rx + 1+v2, Rücksprung,

für die Rechner TI-58/59

Lbl B ( 1+RCL 6 x2 ) INV SBR Rx + ‘l+v2, Rücksprung.

Mit veränderter Ausgabeanweisung wurden die folgenden Ergeb-

nisse erhalten.

X Extrap. Präd.-Korr. Interp. tan x

6.0 €. 600080600 6. 060000060 0, 000000060 0, 0000808000
&.1 0, 108333659 0, 100334508 0, 100334804 8. 100334672
&.2 0.202761616 6.2027164i4 8.20271647i 0.202710036
&.3 €, 309310352 0, 389336652 0, 309337096 0, 309336250
v.4 0, 422735526 6.422793986 6.422794691 0.422793219
6.5 ‚ 546155575 0, 546303276 6, 546304995 0, 546302490
.6 6, 683927855 8,.684137250 8.6564141126 0.684136808
6.7 0.841907926 0.542267576 0, 542256054 0, 842288381
8.5 1.028937650 1.029634209 1.029653003 1.029638557
6,9 1.258621235 1.266144153 1.260187278 1.260158218
H7 1.554706235 1.55736567€ 1.557471934 1.557407725
1.1 1.956751795 1.964029824 1.964921419 1.964759657
1.2 2, 556632629 2.571690324 2.572645453 2.572151622
1.3 3, 5533747800 3, 599570155 3.604148126 3.602102448
1.4 5. 568624674 5,781326858 5,812698964 5.797883715
1.5 11.48457346 13.62592399 14. 52960659 14.10141995

(2) Die Anfangswertaufgabe u'(x) = u(x) - %‚ 0<x<1.5,

u(0) = 1 besitzt die exakte Lösung u(x) = V2x+T. Mit den

Verfahren von Nyström und Milne wurden Näherungswerte be-

rechnet mit h = 0.1, j = 15, n= 1, a = 0, a@ = 1. Das Unter-

programm B, mit dem f(x,v) berechnet wird, lautet

für die Rechner HP-67/97

LBL_B RCL 6 RCL 5 2 * RCL 6 + - Rx+v—2v—x

RTN Rücksprung ,

für die Rechner TI-58/59

. 2x- * + _ £XLbl B ( RCL 6 2 RCL 5 + RCL 6 ) Rx‘-v v

INV SBR Rücksprung .
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Extrap. Präd.-Korr. Interp. 2x +

1, 660000066 1. 600000006 1.060066606 1, 006006000
1,.05544553E A.69=44':532 1.095445532 1.995445115
1, 187604453 „ 183037575 1, 1632021265 1,163215957
1, 265239971 A.-.D49_(935 1.264514861 1.264911064
1, 342228360 1.341675615 1.341648424 1.341640766
1.414805035 1. 414244212 1.414215714 1.414215562
1.484046340 1,.457287860 1.463249450 1.483239697
1, 550086477 1. 549240269 1,.549202126 1.545193336
1.613564244 „EI2SIT187 1.612451550
1.67460053Z 1, E73368676 1.673320053
1.737537276 1, 732140653 1.732050808
1.790657985 l. 75695315E 1.78665438Z
1.646077179 1, 544033751 1.543908691
1.899932544 ;.„9507956 1.897366596
1 952419517 1.949533714 1.949358869
2003639476 2, 060202175 2,0066353531 2. 000000080



8, RECHNEN MIT VEKTOREN UND MATRIZEN
 

Die Algorithmen der nachfolgenden Kapitel werden mit Hilfe

mehrerer Vektoren formuliert. In den zugehörigen Taschen-

rechnerprogrammen ist es erforderlich, dementsprechend

mehrere Zahlenfelder zu speichern. Daher stellen wir jetzt

Überlegungen zum Speichern von Vektoren und Matrizen an.

Im Zusammenhang mit Berechnungen bei Vektoren und Matrizen

treten in den Algorithmen häufig Schleifen auf. Wir gehen

deshalb hier auch darauf ein, wie wir diese Schleifen in den

Taschenrechnerprogrammen steuern mit Hilfe der komplementä-

ren Schleifenindizes und der Dsz-Anweisung.

In manchen Algorithmen der vorangehenden Kapitel trat bereits

ein Vektor (x1,...‚xn) auf. Dabei war auch die Anzahl n der

Vektorkomponenten eine Variable, die nicht durch das Programm

festgelegt war sondern eingegeben werden konnte.

In Kapitel 1 speicherten wir XqreourX in den Datenregistern
n

R1‚...‚Rn‚ so daß die Adresse des Datenspeicherplatzes für

die Komponente xj des Vektors bestimmt war durch

Adr xj = j, j=1,...,2.

Dadurch gestaltete sich das indirekte Aufrufen und Speichern

dieser Größen sehr einfach,.

Hätten wir diese Speicherung der Vektorkomponenten auch in den

Kapiteln 2 bis 5 beibehalten, so wäre es erforderlich gewor-

den, die weiteren auftretenden Variablen zum Teil im Anschluß

an Rn zu speichern. Dann wären entweder alle diese Variablen

nur über indirekte Adressierung zugänglich gewesen oder bei

direkter Adressierung dieser Variablen hätte ihre Belegung

des Datenspeichers eine Begrenzung für n nach sich gezogen.

Wir vermieden dies, indem wir in den Kapiteln 2 und 3 die

Vektorkomponenten erst im Anschluß an die anderen Variablen

speicherten. In den Kapiteln 4 und 5 war das jedoch nicht

möglich, denn dort wurden zu einem gemeinsamen Hauptprogramm
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verschiedene Unterprogramme mit unterschiedlichem Speicher-

platzbedarf verwendet; deshalb speicherten wir dort den auf-

tretenden Vektor vom Ende des Datenspeichers aus, während

die anderen Variablen die Datenspeicherplätze vom Anfang her

belegten. Dieses Vorgehen ermöglicht es auch, das zugehöri-

ge Programm nachträglich durch Verwendung weiterer Größen zu

ergänzen, ohne daß die Speicherbelegung und die Adressierung

der Vektorkomponenten verändert werden muß.

Aus dem zuletzt geschilderten Grund entscheiden wir uns im

folgenden dafür, Vektoren vom Ende des verfügbaren Daten-

speichers her zu speichern. Da die Komponenten x, in auf-

einanderfolgenden Datenregistern plaziert werden sollen,

gilt dann

Adr xj = Adr Xi - (j - 1), 3=1,...,n.

Matrizen (aik)i=1,...,m speichern wir entsprechend, indem

k=1,...,n

wir sie als Vektoren (aj) auffassen durch spaltenweise An-

ordnung der Matrizenelemente,

aj > ar mit j = 1i + (k - 1)m

für 1=1,...,m, k=1,...,n. Die Funktion j von i und k nennen

wir die Speicherabbildungsfunktion. Die Matrix (aik) wird

daher auf mn Speicherplätzen mit den Adressen

Adr ayyx = Adr ayı ” (1 - 1 + (k - 1)m)

für i=1,...,m, k=1,...,n gespeichert.

Bezeichnen wir mit w die Adresse des letzten Datenspeicher-

platzes und wählen wir Adr ayı > wr SO wird also

(1) Adr a 707 (1 - 1 + (k - 1)m).

Sind außer der Matrix (aik) etwa noch die Vektoren

(bi)i=1,...‚m und (ck)k=1‚...,n zu speichern, so kann man

wählen

Adr b1 = Adr arn * 1= w - m,
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so daß gilt

(2) Adr bi =w-m - (1 - 1),

sowie

Adr c,>= Adr bm - 1=0w- min + 1)

und damit

(3) Adr c =W- m(n + 1) - (k - 1).

Für symmetrische Matrizen gilt ayy > Aayı" i,k=1,...,n. Daher

ist das Zahlenfeld bereits durch die Elemente in den Spalten

ab der Hauptdiagonalen bestimmt,

341
3a21 22
aäzı 332 3A33

an1 an2 an3 ... annn

und es genügt, nur diese Elemente zu speichern. Im Vergleich

zur Speicherabbildungsfunktion der vollen Matrix entfallen

hier in der s-ten Spalte jeweils s-1 Elemente über der Haupt-

diagonalen,

k
j=1i+(k-1)n- Z (s - 1).

s=1

Folglich wird die Speicherabbildungsfunktion für die Teil-

matrix (aik)1ikjijn

j=1+3(k - 1)(2n - k);

für die zugehörigen Adressen gilt

(4) Adr a,, = Adr ayı - (i- 1+3(k - 1)(2n - k)), 1<k<ien.
ik 11

In den Programmen der weiteren Abschnitte speichern wir die

Zahlenfelder in der beschriebenen Art. Die Adressen der

einzelnen Elemente lassen wir jeweils durch Unterprogramme

berechnen und nicht durch konkrete Bezugnahme auf die

Plazierung der Elemente im Datenspeicher. Dadurch werden die

10 Hainer, Numerische Algorithmen
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Hauptprogramme nicht durch die Berechnung von Adressen be-

lastet, und es wird gewährleistet, daß eine andere Speicherung

der Zahlenfelder bereits allein durch Anpassen der zugehörigen

Adressenunterprogramme berücksichtigt werden kann.

Bei Rechnungen mit Vektoren und Matrizen treten immer wieder

Programmschleifen j = 1(1)n auf, Wir haben schon mehrmals

solche Schleifen rückwärts in der Form j = n(-1)1 durch-

laufen und dabei am Ende des Wiederholungsbereichs der Schlei-

fe mit Hilfe der Dsz-Anweisung den Schleifenparameter j ver-

mindert und die zugehörige Verzweigung überwacht. Manchmal

ist es jedoch erforderlich, die natürliche Reihenfolge

j = 1(1)n bei einer Schleife einzuhalten, etwa wenn Vektor-

komponenten x, in der Schleife berechnet und in der natürli-

chen Reihenfolge angezeigt werden sollen. Die Dsz-Anweisung

läßt sich in diesem Fall trotzdem anwenden, wenn die Schlei-

fe mit Hilfe des komplementären Index j' =n + 1 - j ge-

steuert wird. Die beiden Schleifen

j = 1(1)n j' = n(-1)1
   

  

   

  
Berechnung und Berechnung und

Anzeige von xj Anzeige von x
n+1-j'

sind gleichwertig, auch hinsichtlich der Reihenfolge der

angezeigten Werte.

In den komplementären Indizes i'=m+1- i,k'=n+1-k

lauten dann die Adressen

(1') Adr a =>W- m(n+1) + i' + k'm

(2') Adr bi = w - m(n+1) + 1'

(3') Adr C =W- m(n+1) -n + Kk'

für i=1,...,m, k=1,...,n. Für Teilmatrizen (aik)1<k<i<n sind

mit m = n die Adressen

n 1
(4') Adr al > Adr a1ı ” 5(n+1) + 1' + 5k'(k'—1)

für 1<k<i<n und 1<i'<k'<n,
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Wir betrachten in diesem Kapitel lineare Gleichungssysteme

mit n Gleichungen für n Unbekannte in der Form

ayı) + a,,X%, +... + aynkn * b1‚

a21x1 + a,,X%, + ... + a2nxn = b2,

anı + a„2% + ... + annkn > bn'

Mit der Koeffizientenmatrix A = (aik)i,k=1,...‚n und dem

Vektor b = (b1‚...,bn) der rechten Seiten lautet das

Gleichungssystem für den Vektor x = (x1‚...,xn) der Unbe-

kannten dann

Ax = b.

Die Methoden zur Lösung solcher linearer Gleichungssysteme

stellen ein umfangreiches Gebliet der Numerischen Mathematik

dar. Wir beschäftigen uns hier mit dem Gaußschen Eliminations-

verfahren, das zu den direkten Lösungsmethoden gehört; bei

ihnen wir die Lösung in endlich vielen Schritten ermittelt.

Im Unterschied dazu liefern iterative Verfahren die Lösung

als Grenzwert einer unendlichen Folge von Näherungsvektoren;

zu diesen Methoden gehört das anschließend behandelte Einzel-

schrittverfahren mit dem zugehörigen Relaxationsverfahren.

Zuvor befassen wir uns noch mit der Berechnung von Defekt-

vektoren bei linearen Gleichungssystemen, um die Über-

legungen des vorherigen Kapitels über das Rechnen mit Vekto-

ren und Matrizen zuerst an einem einfachen Beispiel anzuwen-

den.

9,1. DEFEKTVEKTOREN

Ist A = (a,,) _ eine invertierbare Matrix, so ist
ik‘1,k=1,...,n

für jeden Vektor b = (b,),_
1’1=1,...4

system Ax = b eindeutig lösbar. Kennt man eine Näherung c

n das lineare Gleichungs-

10 *
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für die exakte Lösung x des Gleichungssystems, so gibt der

Defektvektor d = Ac - b an, bis auf welche Fehler die

Gleichungen des Gleichungssystems erfüllt sind. Mit

d = A(c - x) folgt für den Unterschied zwischen der exakten

Lösung x und der Näherung c die Gleichung c - x = A_1d‚ mit

der inversen Matrix A_1. Daher kanr in der Regel die Größe

des Defektvektors als ein Maß für den absoluten Fehler der

Näherungslösung c angesehen werden.

Wir betrachten im folgenden zu einer Norm (Betragsfunktion)

Ilyl] für vektoren eine dazu gehördende Norm ||B|| für

Matrizen, die die Eigenschaft besitzt, daß für beliebige

Vektoren y und beliebige Matrizen B die Ungleichung

|Byll<!lBII.IIyl] gilt (mit der Vektornorm verträgliche

Matrizennorm). Für den absoluten Fehler c - x folgt dann

-1
Ile - x]]<l la Il 1lall.

Mit der Beziehung ||b||<]|a||+]]x|] gilt daher noch die Ab-

schätzung des relativen Fehlers

c — x] 1, ‚/ Ya7lı). Lall ,eal 1A7 SE

Beispiele für Vektornormen sind die Betragssummennorm

n n .2,1/2
Ilx!lı = Z Ix,l, die euklidische Norm ||x||, = ( Z x%)

1 121 i 2 i=1 i

und die Maximumnorm ||x||. = max |x,l.
=1,...,0

Dazu gehörende verträgliche Matrizennormen sind die maximale
n

Spaltensumme ||B||1 = max z |bik' bzw. die
k=1,...,Nn 1=1

R 12 ,1/2
Quadratsummennorm IIB||2 = ( Z bix) bzw. die

1i1,k=1
n

maximale Zeilensumme ||B||. = max Z Ibxl-
i=1,...,Nn k=1

In dem folgenden Algorithmus berechnen wir den Defektvektor

d = (d,,...,d) und die Defektnorm |]a| ] gemäß
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n
d, = Za,.cı - b,, i1= 1,...,2,45 E1 likk 9i

Ilall„ = max |di|.
i=1,...,n

Algorithmus| Eingabe: n, (a,,), (b‚), (c,)

Anzeige: d,, d,,...,d_; 1lal ıe

 

k= 1(1)n

d+dqd + a

ad+d - bi

Anzeige d

s + max(s,|d|)

Anzeige s

Stop

Soll an Stelle der Defektnorm ||a||. die Zahl |[d|[1 ange-

zeigt werden, so ist die Anweisung s+max(s,ldl)zu ersetzen

durch s+s+|d|. Die Defektnorm I]a||, wird angezeigt, falls

statt s+max(s,|d|) die Anweisung s+s+d“ gewählt wird und falls

außerdem die letzte Anweisung vor Stop lautet: Anzeige Vs)

Für das Speichern der Matrix und der Vektoren wenden wir die

Überlegungen des vorherigen Kapitels an. Mit der spalten-

weisen Speicherung der Matrix wird wegen m = n nun

Adr ar w -(1-1 +(k-1)n) = i' - (nt+1 - k')n + w,

Adr bi w - n“ - (1-1) = i' - (nt+1)n + w,

Adr x =wW- n(n+1) - (k-1) = k' - (n+2)n + w,

für 1,k = 1,...,n und mit den komplementären Indizes

iÜ’=n+1-4,k'=n+1-k.
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Ist die Koeffizientenmatrix A symmetrisch und entscheiden

wir uns dafür

wird

Adr arx

ıAdr bi

Adr C

, nur die Teilmatrix (aik)kii zu speichern, so

w- (1 - 1+3(k - 1)(2n - k)), k<i,

zk'(k' - 1) +l - (n+ 134 w k'>1',

w- an(n + 1) - (£-1)= 1' - (n+3)3+w,

w - in(n + 3) - (k-1)=k' - (n+5)3+0.

Programm für HP-67/97

Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der vollen Matrix
 

 

       
 

 

     

Ro| Rı| Ral R3l Ra Ros-(n+2)n| ***| R24-(n+1)n
' 'd i k n s cn ... c1

Ros-(n+1)n ** R24-n2| R25-n2 +-+| Ro3| Raq| Rı
bn . b1 arn ..< 3,4 aı Adr     
 

n<3

Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der Teilmatrix

(a

 

 

         
 

 

          
 

 

 

ik)k<i

Ro| Rı] R2| B3l Ra Ros-(n+5)n/2| *° R24-(n+3)n/2
' ' ni4d i k n s Cn ... S4

Ras-(n+3)n/2| *' |R24-(n+1)n/2| R25-(n+1)n/2) *] R23|R24| Pr
bn . b1 an *+ ] 3a94 |341 Adr

Einleseprogramme

001 LBL_A RCL 3 STO 1 STO 2 i'<+n,k'<n

005 a GTO O RI + Adr anı

007 LBL _B RCL 3 STO 1 b GTO O i'+<n, RI + Adr b1‚ —A

012 LBL _C RCL 3 STO 2 c k'<n, RI + Adr c1‚

016 LBL_O I R/S Anzeigen der Adresse, Stop &

019 STO (i) DSZ I GTO O Speichern, Adr + Adr - '|‚-—e_|



Hauptprogramm

022 LBL _D O STO 4 RCL 3 STO 1

027 LBL_1 RCL 3 STO 2 O STO O

032 LBL _2 a RCL (i)

035 C CLx RCL (i) * STO + O

040 2 STO I DSZ (i) GTO 2

044 b RCL (i) STO - O RCL O PRTx

049 ABS RCL 4 x<y? x—y STO 4

054 1 STO I DSZ (i) GTO 1

058 PRTSPC RCL 4 PRTx

061 R/S
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s+<+O,i'-—<n

k'+n,d-+0O0

Rx © A
d + d + a

k' + k' - 1, wenn k'>0  d+d - bi’ Anzeige d

s + max(s,|d|)
i' € i'

Anzeige s

- 1, wenn i'>0

Stop

Adressenunterprogramme bei Speicherung der vollen Matrix

062

067

071

074

079

086

Adressenunterprogramme bei Speicherung der Teilmatrix

062

067

074

077

081

084

092

096

LBL_a RCL 1 RCL 2 CHS GTO

LBL_b RCL 1 O GTO 3

LBL_c RCL 2 1

LBL _3 1 + RCL 3 +

RCL 3 * - 24 + STO I

RTN

 

 

3

LBL _a RCL 1 RCL 2 x<y? x+—y

ENTER ENTER 1 - *25

+ 1 GTO 3

LBL_b RCL 1 3 GTO 3

LBL_c RCL 2 5

LBL_3 RCL 3 + RCL 3 * 2 +

24 + STO I

RTN

Programm _für TI-58/59

i'-(-k' Adr aix

i'-(0 Adr b1

k'-(1 Adr x

+1+n)

.‚n+24, R_ + Adr

Rücksprung

(ayp)xei
wenn k'<i', dann R.—R,

k'(k'-1)/2

'+i'-(1 Adr C

i'-(3 Adr bi

k'-(5 Adr x

+n)n/2

+24, RI + Adr

Rücksprung

Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der vollen Matrix
 

 

       
 

 

     

Roo| Ro1| Roz| Ro3| Ros Ros Ru-(n+2)n+1 Rw-(n+1)n
dr i' k! n s w Sı

Ry-(n+1)n+1| *° Rw-n2 Ru-n24+1 R1 Rw

bn ... b1 ayn 321 a41    
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Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der Teilmatrix

 

 

        
 

 

         
 

 

  

(ayp)x<i

Roo Ro1| Roz| Ro3| Roa| Ros Ru-(n+5)n/2+1| ** *] Ru-(n+3)n/2
' 'Adr i k n s w Cn ... Sı

Ru-(n+3)n/2+1 |* ** [Ru-(n+1)n/2|Rw-(n+1)n/2+1| ** Rwu-1| R
bn ... b1 arn ..< |/3,4 341

Einleseprogramme

000 STO 3 RO3 +n

002 Op 16 INV Int * 100 = STO 5 R05 + w

013 R/S Stop

014 Lbl A RCL 3 STO 1 STO 2 i'+n,k'-<n

022 A' GTO INV ROO + Adr a11, ————

025 Lbl_B RCL 3 STO 1 B' GTO INV i'+n, ROO + Adr b1‚ ——M

034 Lbl C RCL 3 STO 2 C' k'-<-n, ROO + Adr C1

041 Lbl INV RCL O R/S Anzeigen der 1=.dresse,st:op%|

046 STO Ind O Dsz O INV Speichern, Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

051 Lbl D O STO 4 RCL 3 STO 1 s+O,i'-<-n

060 Lbl_lnx RCL 3 STO 02 O k'<+n,d-<-O ——

067 Lbl CE + A' RCL Ind O * d +< d + aikCk

074 C' RCL Ind O

077 Dsz 2 CE k' + k'-1, wenn k'>0

080 - B' RCL Ind O = Prt d + d—bi, Anzeige d

086 |x| x—t RCL 4 x>t CLR s + max(s,|d|)

092 X+—+t STO 4

095 Lbl_CLR Dsz 1 lnx i'ei1'-1, wenn 1'>0

100 Adv RCL 4 Prt Anzeige s

104 R/S Stop



Adr

105

111

118

127

136

143

152

Adr

105

113

115

116

127

133

143

151

163

168

Anl

1.
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essenunterprogramme bei Speicherung der vollen Matrix

Lbl A' ( RCL 1 - i'-

( RCL 2 +/- + GTO x+—t (=-k'+ Adr aı

Lbl B' ( RCL 1 - ( GTO x—&—+t i' - ( Adr b,

Lbl C' ( RCL2-(1+ k! - (1+ Adr x

Lbl x+—+t 1+RCL3 ) 1+nn)

* RCL 3 + RCL 5 ) STO O ‚Nn + w, ROO + Adr

INV SBR Rücksprung

essenunterprogramme bei Speicherung der Teilmatrix (aik)k<i

Lbl A' ( RCL 1 x—t RCL 2 Rx + k', RT + 1'

x>t x+—t wenn k'>i'

X+—t Rx++RT __;1

Lbl x“—+t * (CE-1)2+2+ k'(k' - 1)/2

xet - ( 1 GTO x? +L1' - (1 Adr a
Lbl B' ( RCL 1- ( 3 GTO x% L' - (3 Adr b,
Lbl C' ( RCL 2 - ( 5 k' -(5 Adr x

Lbl x + RCL 3 ) * RCL 3 %2 + +n)n/2
RCL 5 ) STO O +w, ROO + Adr

INV SBR Rücksprung

eitung_zur_Verwendung_der_Programme

Eingabe des Programms (Einleseprogramme, Hauptprogramm

und eine Art der Adressenunterprogramme).

Eingabe von n

bei HP-67/97: n STO 3,

bei TI-58/59: n RST R/S.

Eingabe der Matrix A (spaltenweise) und der Vektoren

b und c;

A äa4 R/S a R/S ... a R/S
21 nn

b1 R/S b2 R/S ... bn R/S

C4 R/S , R/S ... n R/S.

Gleichwertig zu Schritt 3 können die Schritte 3a, 3b, 3c

einzeln und unabhängig voneinander ausgeführt werden.
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3a Eingabe der Matrix A (spaltenweise):

 

A 3y R/S äanı R/S ... arn R/S.

3b Eingabe des Vektors b:

B b R/S b, R/S ... b. R/S.

3c Eingabe des Vektors c:

C cı R/S c, R/S ... Cn R/S.

4. Berechnung und Anzeige der Komponenten d1""’dn

des Defektvektors d und der Defektnorm ||d||.: D.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3c bzw. 3b bzw. 3a für einen anderen n-komponenti-

gen Vektor c, b bzw. für eine andere nxn-Matrix A;

ab Schritt 2 für eine andere Wahl von n.

In den Schritten 3 sowie 3a, 3b und 3c wird jeweils vor dem

Eintasten eines Elements die Adresse des Datenspeicherplatzes

angezeigt, auf den dieser Wert dann durch R/S gespeichert

wird; danach wird die Adresse des nächsten Datenspeicher-

platzes angezeigt.

In Schritt 2 der Anleitung zur Verwendung des Programms für

die Rechner TI-58/59 wird n gespeichert und gleichzeitig auch

die Datenspeicherverteilung durch Ermitteln des letzten

Datenspeicherplatzes festgelegt. Ändert man die Aufteilung

der Speicherregister zwischen Programmspeicher und Daten-

speicher, so wird dies bei Wiederholung ab Schritt 2 eben-

falls berücksichtigt.

In dem Programm für die TI-Rechner wird die Größe d zur Be-

rechnung der Summe für di nur im Rechenregister geführt, so

daß dort für d kein Datenspeicherplatz reserviert wird. Da

jedoch die Nummer w des letzten Datenspeicherplatzes ge-

speichert wird, benötigen sowohl das TI-Programm wie das

HP-Programm n(n+2)+6 Datenspeicherplätze, falls die volle

Matrix A gespeichert wird; bei Speicherung der Teilmatrix

(aik)k<i einer symmetrischen Matrix A werden nur %(n+5)+6

Datenspeicherplätze benötigt.
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Bei den Rechnern HP-67/97 ist die Größe des Datenspeichers

mit 26 Datenregistern fest vorgegeben. Im ersten Fall ist da-

her nur n<3 zulässig, während im zweiten Fall n<4 möglich ist.

Bei der hier gewählten Form der Adressenunterprogramme c

wird der Stapelspeicher bis zur dritten Ebene belegt. Wenn

in Programmzeile 035 durch Aufruf des Unterprogramms c die

Adresse von x berechnet wird, kann daher nur noch der Faktor

C gleichzeitig im Stapelspeicher gehalten werden. Deshalb

ist es im Unterschied zu dem Programm für die TI-Rechner hier

erforderlich, für d einen Datenspeicherplatz zu reservieren.

Für den Rechner TI-58 stehen mit der Standardaufteilung des

Speichers zwischen Datenspeicher und Programmspeicher 240

Programmschritte und 30 Datenspeicherplätze zur Verfügung,

so daß n<4 möglich ist. Bei dem Rechner TI-59 führt 9 Op 17

zur Aufteilung des Speichers in 240 Programmschritte und

90 Datenregister; bei Speicherung der vollen Koeffizienten-

matrix können also Defektvektoren bis zur Reihenzahl n<8

berechnet werden, bei Speicherung der Teilmatrix (aik)k<i

einer symmetrischen Koeffizientenmatrix ist n<10 zulässig.

In dem Programm für die TI-Rechner wird das Testregister

RT benötigt für Vergleichsoperationen im Zusammenhang mit s

sowie im Adressenunterprogramm A' für den Fall, daß nur die

Teilmatrix (aik)k<i gespeichert ist. Beschränkt man sich

darauf, nur das Programm für vollständig gespeicherte Matrix

zu verwenden, so kann s in RT gespeichert werden. Nach den

daraus resultierenden Änderungen des Programms wird für den

Rechner TI-58 schließlich n<5 zulässig, wenn man durch 4 Op

17 dann 40 Datenspeicherplätze und 160 Programmspeicher-

plätze zur Verfügung hat.
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Beispiel

Mit n = 4,

4.99 6 5 1 212.5

7 10 8 7 o -128.1

A=| 6 8 10 9 / b=\| o/7°>\| - 53.1
5 7 9 10 ° 31.2

wurden die Komponenten des &. 075

Defektvektors und die Defekt- Q
0,norm in der nebenstehenden a

Form angezeigt. e

0, 1

9,2, DAS GAUSSCHE ELIMINATIONSVERFAHREN

Es sei A = (aik)i,k=1‚...‚n eine invertierbare Matrix. Dann

ist das lineare Gleichungssystem Ax = b für beliebige Vekto-

ren b = (bi)i=1,...‚n eindeutig lösbar. Für n>2 ermitteln

wir die Lösung mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens

mit maximalen Spaltenpivots. Im Anschluß daran verwenden wir

das Eliminationsverfahren auch zur Lösung mehrerer Gleichungs-

systeme mit derselben Koeffizientenmatrix A, womit wir auch

die Inverse A7! berechnen können.

Das lineare Gleichungssystem Ax = b lautet ausführlich ge-

schrieben

ayıX, * ay2Xı * ... + aypkn > b1,

a„ıXı + a„,,X, + ... H aypkn > b2,

anıXı + an2%2 + ... + annkn * bn'
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Der Grundgedanke des Eliminationsverfahrens besteht darin,

in n-1 Gleichungen eine Unbekannte zu eliminieren. Mit den

entstehenden n-1 Gleichungen für die restlichen n-1 Unbekann-

ten wird dieses Vorgehen wiederholt. Auf diese Weise wird das

Gleichungssystem schließlich in Dreiecksgestalt gebracht; an-

schließend wird die Lösung durch Rückwärtseinsetzen bestimmt.

Um diese Methode durch einen einfachen Algorithmus realisieren

zu können, werden wir die Unbekannten Xarn Xn in ihrer na-

türlichen Reihenfolge eliminieren. Da ayı > O möglich ist,

kann zur Elimination von X4 nicht grundsätzlich die erste

Gleichung herangezogen werden. Da aber nicht in jeder Gleichung

der Koeffizient von X; Null sein kann, nehmen wir eine Ver-

tauschung von Zeilen des Gleichungssystems vor. Für das

numerische Verhalten des Verfahrens erweist es sich als

günstig, die Zeilen so zu vertauschen, daß ein betragsgrößter

Koeffizient von X4 in der ersten Zeile steht. Die nach der

(0) _ (a(9,,Zeilenvertauschung entstandene Matrix nennen wir A

(0) _ (b(o))‚ und es ist

max ]a(o)| max |a
i=1,...,n i=1,...,n

(a

die neue rechte Seite b

(0)1a{9| = 41l

Wir wählen hierbei für a;1) den obersten betragsgrößten

Koeffizienten von Xy in der Matrix A.

Die erste Gleichung des Gleichungssystems A(o)x = b(o) lautet

;?)x1 + a(o)x +... + a;g)X > b;°).

Subtrahieren wir das a(o)/a(o)-fache dieser Gleichung von

der i-ten Gleichung des Gleichungssystems A(o)x = b(o) für

i= 2,...,N, so entstehen die Gleichungen

“;;)x2 +... + ä(1)xn = B;1),

2(1) Lal 5D
änz X2 * 074 äpn Xn 5 ba U

mit den Koeffizienten

(1) _ (0)(0) (0) (0) (1) _ „(0)__(0),(0) ,_(0
dixK * 9i /ayy ı br = b;i 7a, b4 /a{9),
für i,k = 2,...,n.
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Damit ist x, aus diesen Gleichungen eliminiert. Durch Wieder-

holung des beschriebenen Verfahrens für diese n-1 Gleichungen

kann nun X, eliminiert werden. Hierzu nehmen wir wieder eine

Zeilenvertauschung nach einem betragsgrößten Koeffizienten

von x„, vor. Die nach dieser Vertauschung entstandene Matrix

2 .nennen wir A Bei der fortgesetzten Wiederholung werden

für jedes t = 1,2,...,n-1 die Koeffizienten äi;) und b(t)

für i,k = t+1,...,n berechnet gemäß

„(t) _ (t 1) _ a(t—1)(t 1)/(t 1)

ajiK * 3ik it

B _ ple-1) _ alt-1),(6E-1) (t-1)
b = b; ag be /agg
z(t) _ —(t) ;Aus A = (a )l k=t+1, ... ,n entsteht die Matrix

(t) _ (alt)A = (aik )i,k=t+1‚...,n durch eine Zeilenvertauschung, die

in der Spalte mit der Nummter t+1 eine betragsgrößte der

Zahlen iti+1, i= t+1,...,n, in die Hauptdiagonale bringt,

so daß gilt

(t)alt) |= alt)max la = max |ä |
SEr er i=t+1,...,n Di,t+1 i=t+1,...,n LEr

Wir wählen jeweils für aé+% E+1 den obersten betragsgrößten

Koeffizienten von x in der Matrix Ä(t)
t+1

Die Nenner aét_1) sind von Null verschieden, wenn die Matrix

A invertierbar ist. Andernfalls enthält das Gleichungssystem

Ax = b oder eines der entstehenden Untersysteme eine Spalte,

die ab der Hauptdiagonalen nur aus Nullen besteht, so daß

das Gleichungssystem nicht oder nicht eindeutig lösbar ist;

die Matrix A ist dann nicht invertierbar.

Werden die beschriebenen Eliminationsschritte ausgeführt

für t = 1,...,n-1, so entsteht schließlich ein gestaffeltes

Gleichungssystem

(0) (0) (O) (0a1ı Xı + a12 *, + ... + ayp Xn * b1 )‚

(1) all), (1a‚ %, + ... + 2n Xn > b2 ),
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Hieraus kann die Lösung des Gleichungssystems Ax = b rekursiv

berechnet werden durch Rückwärtseinsetzen,

(n-1) ,_(n-1)
b /ann ’x

n

n z

x = (b(iDE aff7Dx )/a£ä_1), is=n-1,...,1.
k=i+1

Die Umformungen, die während des Eliminationsprozesses mit

der Matrix A vorgenommen werden, lassen mit Ausnahme der

Zeilenvertauschungen den Wert det A der Determinante von A

unverändert. Bei jeder Zeilenvertauschung ändert sich das

Vorzeichen der Determinante. Da die Determinante der schließ-

lich entstandenen Dreiecksmatrix gleich dem Produkt ihrer

Hauptdiagonalelemente ist, folgt

. (0),_(1) (n-1)
Op-17841 922 * °° 'ann

(t)

det A = go.a1- ...

wobei 0, = -1, wenn zur Bildung der Matrix A aus Ä(t) bzw.

£ (0)zur Bildung von A aus A eine Zeilenvertauschung vorge-

nommen worden ist, sonst °t = +1, für t = 0,1,...,n-1.

Wir fassen nun das beschriebene Eliminationsverfahren zur

Lösung eines linearen Gleichungssystems Ax = b zu einem

Algorithmus zusammen. Hierbei werden für jedes t die Elemente
„(t) (t) (t) . “
ä ! Aik und bi auf die Plätze der Elemente C und

asın+1 * b der Ausgangsmatrix und der rechten Seite ge-
,

speichert, ebenso die Quotienten c,, = i:_1)/(£-1) zuf die

Plätze von ar für i = t+1,...,n.

Voraussetzung: n>2

Eingabe: n;

ar für i = 1,...,n, k= 1,...,n+1

mit ai,n+1 = bi'

Anzeige: det A;

X4 sX ...+;X_ s
1772' '°n
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tl k ljJ t Iul X Ix1 lx2 l...l %gJ
 
[a9 [ + *

+ 1

= 1(1)n-1

+ o

 

= t(1)n+1

++aik

q + d-a  
= t+1(1)nf
= t+1(1)n+1

= t+1(1)n

  

 

 
ayk-Aiedek

d+ d.a
nn

Anzeige d

an,n+1< —-Dınt!
a

n nn

n-1(-1)1  

   
   

A;n+1

X u n(-1)i+1

X + X78axXx

X
1 aı

Anzeige XırXgre HXn

Stop

Erläuterungen

(1) u wird das oberste betrags-

größte Element in der t-ten

Spalte, it der zugehörige

Zeilenindex.

(2) Für it=t werden keine Zeilen

vertauscht. Für it+t wird das

Vorzeichen von det A geändert,

und die t-te Zeile der Matrix

(aik)igt,kgt wird mit der

it—ten Zeile vertauscht.

(3) Berechnung der Quotienten ;
t

und Speichern nach ayrı

(4) Eliminieren:

alt) alt-D)_o alt-1)
aik aik Cit*tk

d = det A

(5) Lösung des gestaffelten

Gleichungssystems
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In den nachfolgenden Programmen speichern wir die Elemente

ayxı i=1,...,n, k=1,...,n+1, der erweiterten Koeffizienten-

matrix spaltenweise vom Ende des Datenspeichers her. Mit der

Adresse w des letzten Datenspeicherplatzes gilt dann

Adr arg >0 -(i-1 + (k-1)n), 1=1,...,n, k=1,...,n+1.

Bei der Lösung des gestaffelten Gleichungssystems in Teil (5)

überspeichern wir mit den Komponenten XarX des Lösungs-

vektors die rechten Seiten b1""'bn des Gleichungssystems.

Es ist daher

Adr x, = @- n?+1-k, k=1,...,,

Da bei der Lösung des gestaffelten Gleichungssystems bereits

durch die Vorschrift des Algorithmus die Schleifen rückwärts

durchlaufen werden, verwenden wir dort nicht die komplemen-

tären Indizes, sondern wir arbeiten an dieser Stelle der

Programme mit den Schleifenindizes i und k selbst. Deshalb

berechnen die Adressenunterprogramme d bzw. D' sowie e bzw.

E' die Adressen von arx und X aus i und k,

In den Teilen (1) bis (4) ermitteln wir die Adressen der

Matrizenelemente für

i=1,...,N, k=1,...,n+1, t=1,...,n-1

aus den komplementären Indizes

i' = n+1-1i, k' = n+2-k, t' = n-t

mit den Adressenunterprogrammen

a bzw. A': Adr a = W -(i1-1+(k-1)n)

1' + (k'-n-2)n + w,

b bzw. B': Adr ar > -(1-1+(t-1)n)

= 1' + (t'-n)n + w,

c bzw. C': Adr ar = @ -(t-1+(k-1)n)

t' + 1 + (k'-n-2)n + w.

11 Hainer, Numerische Algorithmen
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Programm für HP-67/97

9. Lineare Gleichungssysteme

 

 

    
    

  
 

 

   
      

 
 

 

 

 

Ro| Rı R2 [R3 Ra
Datenspeicher |d |i' i} |t'|n n<4

X i k'

k

Ros-(n+1)n ** R24-n2 Ros_n2| + R23| R2a| Rı
an,n+1=bn ... a1,n+1=b ayn ... a,4| 941 Adr

Xn ... X

Hauptprogramm

001 1 STO O d + 1

003 RCL 4 1 - STO 3 t' en-1 (t + 1)

(1)

007 LBL O O u+O <——————————T

009 RCL 3 1 + STO 1 i1'<t'+1 (i<t)

013 LBL_1 R+ b CLx RI + Adr ait (_7

017 RCL (i) ABS x<y? GTO 2 wenn |a, , |<u

021 RCL 1 STO 2 uraL, di+i' (L,+4i)

023 LBL_2 CLx 1 STO I Rx+1, RI<—1 <——

027 DSZ (i) GTO 1 i'ei'-1, wenn 1i1'>0-

(2)

029 RCL 3 + RCL 2 x=y? GTO 4 wenn ié=t'+1 (it=t)7

034 STO 1 R} STO 2 1 STO + 2 i"'ié‚k'*-t'+2(k*t)

039 CHS STO * O d + -d

041 LBL_3 c RCL (i) Rx + atk

044 a CLx RCL (1i) x—y STO (1) atk+*aitk

049 R} c R} STO (i)

053 2 STO I DSZ (1i) GTO 3 k'+k'-1, wenn k>0

057 LBL_4 RCL 3 1 + STO 1 1’'et'+1 (iet) <——

062 b RCL (i) STO * O d + d-att

(3)

065 1 STO - 1 R+ 1' + t' (1 + t+1)

068 LBL _5 b R} STO + (1) a„_f-a„__/att <—————i

072 1 STO I R} DSZ (1i) GTO 5 i'ei'-1, wenn 1'>0  



(4)

077

081

084

087

091

094

098

099

103

104

108

113

(5)

114

119

123

130

132

137

142

145

150

152

156

159

162

166

172

176
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RCL 3 1 + STO 2

LBL_6 RCL 3 STO 1

LBL_7 b RCL (i)

C CLx RCL (1)*

a R} STO - (i)

1 STO I DSZ (i) GTO 7

STO 1

2 STO I DSZ (i) GTO 6

STO 2

3 STO I DSZ (i) GTO O

a RCL (i) STO * O RCL O PRTx

PRTSPC

RCL 4 STO 1 1 + STO 2

d 1 STO - 2 RCL (i)

d R+ RCL (i) + e R+ STO (i)

1 ST0 - 1

LBL_8 RCL 4 1 + STO 2

d RCL (i) STO O 1 STO - 2

LBL_9 d RCL (i)

e R} RCL (i)* STO - O

1 sST0O - 2

RCL 1 RCL 2 x>y? GTO 9

d RCL (i) STO + O

e RCL O STO (i)

1 STO I DSZ (i) GTO 8

LBL _E e RCL (i) PRTx 1 STO + 2

RCL 4 RCL 2 x<y? GTO E

R/S

k'+t'+1 (ket+1)

i'+t' (1<t+1)

Ry * 314e
Ry * ayfdrek
ajk“AikALetek
i'+i'-1, wenn i1'>0

i' + 1 (i-+n)

k'+k'-1, wenn k’>0

k'+2 (k-+n)

t'et'-1, wenn t'>0

d+d-ann, Anzeige d

(Papiervorschub)

ilen,k-n+1

Rx+an‚n+1 und k+n

xn+an‚n+1/ann
i<en-1

k-+n+1

X+a

R

i,n+1/ ken

X * dik
X+ x-aikxk

k+k- 1

wenn k>1i—

x + x/ay,
xi + X

——

 

iei-1, wenn i>0

Anzeige xk‚k+k+1 i:

wenn k<n

Stop
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Adressenunterprogramme
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177 LBL_a RCL 1 RCL 2 GTO D i'+(k' Adr aik

181 LBL_b RCL 1 RCL 3 2 + GTO D i1'+(t’'+2 Adr ait

187 LBL_c RCL 3 1 + RCL 2 t'+1+(k' Adr atk

192 LBL D RCL 4 - 2 - RCLA * + -n-2)n

200 24 + STO I +24, RI+Adr

204 RTN Rücksprung

205 LBL_d RCL 1 RCL 21 - (1+(k-1) Adr ajx

210 RCL 4 * GTO B ‚n)

213 LBL e RCL 2 RCL 4 x? (k+n2) Adr xy
217 LBL _B + CHS 25 + .(-1)+25

223 STO I RI + Adr

224 RTN Rücksprung

Programm_für _TI-59

Roo| Ro1| Roz Ro3 Roa Ros Ro6
Datenspeicher aar ı' ié € n © a

1i k'

k

Rm+1-(n+1)n ... Rm-n2 Rm+1-n2 ... Rw—1 Ry

an,n+1=bn .. a1'n+1=b1 arn ... a21 aı

Xn X4

Einleseprogramme

000 STO 4 R04 +n

002 Op 16 INV Int * 100 = STO 5 R05 + w

013 R/S Stop

014 Lbl A 1 5ST0O 1 STO 2 1+1,k-+1

021 D' GTO ( ROO + Adr ayır

024 Lbl B 1 STO 2 E' k + 1, ROO + Adr b1

030 Lbl _( RCL Ind O R/S Anzeige aj‚ Stop

035 STO Ind O Speichern von aj

037 Op 30 GTO ( Adr + Adr - 1,
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Hauptprogramm

041 Lbl C 1 STO 6

046 RCL 4 STO 3 Op 33

(1)

052 Lbl_INV O0 x+—+t

056 RCL 3 STO 1 Op 21

062 Lbl _lnx B' RCL Ind O |x]

068 X+++t x>t CE

071 RCL 1 STO 2 x+—+t

076 Lbl_CE x+—t Dsz 1 lnx

(2)

082 RCL 3 + 1 = x&—>t

088 RCL 2 x=t x—t

092 STO 1 x—t STO 2 Op 22

099 1 +/- Prd 6

103 Lbl_CLR C' RCL Ind O0 x+&—+t

109 A' x&+t Exc Ind 0 x&>+t

114 C' x—+t STO Ind O

118 Dsz 2 CLR

121 Lbl x——+t RCL 3 STO 1 Op 21

129 B' RCL Ind O Prd 6 x——+t

(3)

135 Op 31

137 Lbl x? B' x«—>+t INV Prd Ind O
144 Xx++t Dsz 1 x2

(4)

148 RCL 3 STO 2 Op 22

154 Lbl Vx_ RCL 3 STO 1

160 Lbl_1/x B' RCL Ind O *

166 C' RCL Ind O0 = x++t

171 A' x—&—&t INV SUM Ind O

176 Dsz 1 1/x

179 Dsz 2 Vx

182 Dsz 3 INV

185 1 STO O01 2 STO 2

191 A' RCL Ind O Prd 6 RCL 6 Prt

199 Adv

153

d + 1

t’' <+n-1 (t + 1)

u+O —— <cö—0——J

i' + t'+1 (1 + €)

Ry + al ® —
wenn u>]a,.|
ié+—i'(it+i), u+|ait|

i'+i'-1, wenn i'>0 — 

RT ++t'+1

I1=+ 17 =wenn it—t +1(it_t)

1'+ié‚k'+t'+2(k+t)

d + -d

Rr * Ark
a‚ ++a
tk 1tk

k'+k'-1, wenn k'>0

i’'et'+1 (i1+t)

d+d-att, RT+att

i'et' (iet+1)

aapla
i'+i'-1, wenn 1'>0 :]

k'+e'41
i'<t'

Ry * dje
Rr * Ayfdrk
AykLKALedek
i'e1'-1, wenn 1'>0

k'+k'-1, wenn k'>0

t'-t'-1, wenn t'>0 ——

1'+1,k'+2(i1+n,k+n)

d+d.a__ , Anzeige d

(Papiervorschub)

(ket+1)

(1et+1)  
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(5)

200

208

214

219

225

233

239

245

251

259

267

271

274

282

289

9. Lineare Gleichungssysteme

RCL 4 STO 1 STO 2 Op 22

D' RCL Ind O +% Op 32

D' RCL Ind O0 = x+—+t

E' x—t STO Ind O Op 31

Lbl_STO RCL 4 STO 2 Op 22

D' RCL Ind O - Op 32

Lbl_RCL D' RCL Ind O *

E' RCL Ind O - Op 32 }

RCL 2 x—&t RCL 1 INV x=t RCL

O0= + D' RCL Ind O0 = x&+t

E' x—t STO Ind 0

Dsz 1 STO

Lbl SUM E' RCL Ind O Prt Op 22

RCL 2 x+—t RCL 4 x>t SUM

R/S

Adressenunterprogramme

290

301

307

314

325

336

342

343

350

358

367

375

382

Lbl A'! ( RCL 1+ ( RCL 2 GTO y*

Lbl B' ( RCL 1 +
( RCL 3 + 2 GTO y*
Lbl C' ( RCL 3 +1+ ( RCL 2
Lbl y“ - RCL 4 - 2 ) * RCL 4

+ RCL 5 ) STO O
INV SBR
Lbl D' ( ( RCL 1 +

( RCL 2 - 1 ) GTO EE

Lbl E' ( ( RCL 2 + RCL 4

Lbl EE * RCL 4 ) +/- +

1+RCL 5 ) STO O

INV SBR

i+en,k-+n+1

X

RT - an,n+1/ann

nR +an‚n+1: k+

xn(_an‚n+1/ann'j""n_1

k+-+n+1

X + ai‚n+1' kn
X+X-aXEr k+k-1

wenn k#+i ———————j}

Rn * Xa
X; * x/aii

i+i-1, wenn i>0

Anzeige Xxr k+k+1j]

wenn n>k

Stop

' 'i'+(k Adr ar
'i'+ Adr ajr

(t' +2

' ,'e'+1+(k Adr aı

-n-2)n

+ w, Rog+Adr

Rücksprung

(i+ Adr a

(k-1)

(k+n Adr Xx

.n)+(-1)+

1+w, Roo+Adr

Rücksprung
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Anleitung _zur Verwendung_der Programme
 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Zeilenzahl n des Gleichungssystems

bei HP-67/97: n STO 4,

bei TI-58/59: n RST R/S.

3. Eingabe der Elemente ar der Koeffizientenmatrix (spalten-

weise) sowie der rechten Seiten b1 des Gleichungssystems

bei HP-67/97 entsprechend der oben angegebenen Belegung

des Datenspeichers,

bei TI-59 durch Verwendung des Einleseprogramms :

A äaı R/S anı R/S ... arn R/S

b, R/Sb, R/S ... b R/S.

Für den Rechner TI-59 können gleichwertig zu Schritt 3 die

Schritte 3a und 3b unabhängig voneinander ausgeführt werden.

3a Eingabe der Matrix A (spaltenweise):

A ä R/S aı R/S ... arn R/S.

3b Eingabe des Vektors b:

B b1 R/S b2 R/S ... bn R/S.

4. Durchführung der Rechnung, Anzeige von det A sowie der

Lösung Xare e tXn

für HP-67/97: RTN R/S,

für TI-59:;: C,

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3 für ein anderes Gleichungssystem mit derselben

Zeilenzahl n,

ab Schritt 2 für eine andere Zeilenzahl n.

Mit der obigen Gestalt des Einleseprogramms für den TI-

Rechner wird jeweils vor dem Eintasten eines Elements in

Schritt 3 bzw. 3a, 3b der bisherige Inhalt des Speicherplatzes

angezeigt, auf den der neu eingegebene Wert dann mit R/S

gespeichert wird; nach R/S wird der Inhalt des nächsten Daten-

speicherplatzes angezeigt. Damit ist es möglich, nach Be-

endigung der Eingabe die gespeicherten Werte nochmals sichtbar

zu machen und zu überprüfen durch die Tastenfolge A R/S ...

R/S entsprechend Schritt 3 bzw. durch Tastenfolgen ent-

sprechend den Schritten 3a, 3b. Fehlerhaft eingegebene
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Werte werden dann durch Überschreiben im Anzeigeregister

auch im Datenregister berichtigt. Im Anschluß an Schritt 4

kann man entsprechend die Koeffizientenmatrix des gestaffel-

ten Gleichungssystems überprüfen durch die Anweisungen nach

Schritt 3a. Durch Einfügen einer zusätzlichen Stop-Anweisung

in Programmschritt 199 können entsprechend, nachdem det A ange-

zeigt ist, auch die rechten Seiten des gestaffelten Gleichungs-

systems sichtbar gemacht werden gemäß Schritt 3b. In dem

darauffolgenden Teil (5) wird das gestaffelte Gleichungssystem

gelöst, wobei diese rechten Seiten durch die Lösung über-

speichert werden.

Das Programm für die TI-Rechner umfaßt die Schritte 000 bis

382, und es benötigt n(n+1)+7 Datenspeicherplätze. Das Programm

kann zwar in den Rechner TI-58 eingegeben werden, wenn man die

Speicherbereichsverteilung mit 1 Op 17 auf 400 Programmschritte

einstellt; jedoch stehen dann nur noch 10 Datenspeicherplätze

zur Verfügung, so daß das Programm auf diesem Rechner nicht

gerechnet werden kann. Auf dem Rechner TI-59 stehen nach

7 Op 17 ebenfalls 400 Programmschritte zur Verfügung sowie

70 Datenspeicherplätze; daher ist es möglich, hier Gleichungs-

systeme mit der Zeilenzahl n<7 zu lösen.

In den Rechnern HP-67/97 ist die Speicheraufteilung mit 26

Datenspeicherplätzen und 224 Programmschritten fest vorge-

geben. Daher ist bei den dort benötigten n(n+1)+6 Daten-

speicherplätzen n<4 zulässig. Das Hauptprogramm und die

Adressenunterprogramme belegen den Programmspeicher der

HP-Rechner vollständig; daher mußte auf Einleseprogramme ver-

zichtet werden.

In beiden Programmen ist kein Datenspeicherplatz für die Größe

u reserviert, die nur in Teil (1) auftritt. In dem Programm

für die HP-Rechner wird u im Stapelregister geführt. Das ist

möglich, weil das gleichzeitig verwendete Adressenunterpro-

gramm b zur Berechnung von Adr ar das Stapelregister nur

bis zur dritten Ebene belegt. Hierbei wird in den Programm-

zeilen 009 und 021 von der automatischen Anhebung des Stapels
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bei Rückruf gespeicherter Größen Gebrauch gemacht, so daß die

Wertzuweisungen u+0 und u+lait| keine gesonderten Anweisungen

erfordern. In dem Programm für die TI-Rechner wird u im Test-

register RT gespeichert, denn RT wird weder bei der Berechnung

von Adr ar benötigt noch zur Steuerung der Schleife i=t(1)n,

die in der Form 1'=t'+1(-1)1 durch die Dsz-Anweisung

kontrolliert wird.

Ebenso kommen wir in dem Programm für TI-59 ohne einen Daten-

speicherplatz für die Größe x aus Teil (5) des Algorithmus

aus, denn x wird im Rechenregister und im Testregister ge-

führt. In ähnlicher Weise wäre es auch möglich, in dem Pro-

gramm für die Rechner HP-67/69 die Größe x bei den Berechnun-

gen für die Wertzuweisungen X+X-a,Xı im Stapelregister zu

halten; denn das Unterprogramm d zur Berechnung von Adr ar

belegt das Stapelregister bis zur dritten Ebene, so daß x

noch erhalten bliebe, und das Unterprogramm e für Adr Xx ist

so angelegt, daß es das Stapelregister nur bis zur zweiten

Ebene belegt; bei seinem Aufruf könnten also noch ayx und x

im Stapelspeicher aufbewahrt werden. Wir mußten jedoch zur

Einsparung von Programmschritten auf diese Möglichkeit ver-

zichten und speichern daher in dem Programm für HP-67/97 die

Größe x gemeinsam mit d auf dem Speicherplatz Ro; nachdem

d = det A angezeigt ist, steht nach der Lösung des gestaffel-

ten Gleichungssystems in Teil (5) der Wert d also im Speicher

nicht mehr zur Verfügung.

Beispiele

(1) 2.3.-1 0 20

A= -6 -5 o 2 ‚b= -45

-5 6 -6 - 3
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det A = 40 und die Lösung

X1 = 1, X2 3 = 3,

X4 > -2 wurden in der neben- 8.999999992 44%
7,000000008 444
2,9594999978 da

Die Rechnungszeit betrug -2,000000026 *#*

4 Minuten bei HP-97,

7 Minuten bei TI-59,. Das ge-

staffelte Gleichungssystem, aus dem durch Rückwärtseinsetzen

= 7, x 4000000064 444

stehenden Form angezeigt.

die Lösung erhalten wurde, lautete

- 6 Xi - 5 X, +2 X4a = - 45

- 6.5x) +6 xz-5.3 x = - 18

4.4 x - 3.8 xı = + 20.8

- o.257x4 = + 0.45

(1i) 2 3 -1 © 20
4 6 2 —3 58

A= -5 6 -6]'=| -3
-6 -5 02 -45

Es handelt sich um dasselbe Gleichungssystem wie in Beispiel

(1i), jedoch sind zwei Zeilen vertauscht. Jetzt wurde

det A = -40 und dieselbe Lösung x ermittelt.

(411) 5 7 6 5 1
a= [7.10 8 7\ p o

6 8 10 9 o
5 7 9 10 o

1.000000005 %44

67,.99999956 xx&
-48.95999974 44#
-16.99999985 44#
9,.955999930 44#
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LÖSUNG MEHRERER GLEICHUNGSSYSTEME

Löst man für eine invertierbare Matrix A das Gleichungssystem

Ax = bmitb=e®3),

e£3) 4 1 füri= j 1,j3 =1,...,,
—] o fürıiı+#3

so ist die Lösung x die j-te Spalte der inversen Matrix A_1.

In Beispiel (i1ii) ist also x die erste Spalte von A_1. In

diesem Zusammenhang erweist sich die obige Form des Algorithmus

als schwerfällig, wenn man mit derselben Matrix A mehrere

Gleichungssysteme Ax = b lösen möchte, insbesondere wenn mit

b = e(j)‚ j=1,...,n, alle Spalten der inversen Matrix be-

rechnet werden sollen. Bei dem obigen Algorithmus müssen dann

zur Lösung jedes Gleichungssystems die Matrizenelemente ajyk

für i,k = 1,...,n erneut eingegeben werden, da sie während

der Rechnung verändert werden. Wir geben deshalb anschließend

eine Fassung des Eliminationsverfahrens an, in der die wieder-

holte Eingabe und Elimination derselben Matrix überflüssig

wird,.

Gegeben seien eine ipvertierbare Matrix A = (aik)i,k=1‚...,n

und rechte Seiten f(3), j =1,...,m. Für die Gleichungs-

systeme Ax = f(j) ermitteln wir die zugehörigen Lösungsvek-

toren x(j) mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens in

der folgenden Weise. Zunächst wird mit f(1) das obige Ver-

fahren vollständig durchgeführt und man erhält die Lösung

x(1). Nun ist auf den Speicherplätzen der Elemente CM für

]<i<k<n die Matrix des gestaffelten Gleichungssystems ge-

speichert. Für j>2 unterwerfen wir daher nur noch die rechte

Seite f(j) den Transformationen, die bei der Elimination vor-

genommen wurden, und lösen dann sogleich das gestaffelte

Gleichungssystem mit Teil (5) des vorigen Algorithmus.
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Die nachträgliche Transformation der rechten Seiten ermögli-

chen wir dadurch, daß in dem obigen Algorithmus auch die

Indizes it der Zeilenvertauschungen gespeichert werden.

Algorithmus Voraussetzung: n>2

Erster Schritt: Lösung von Ax =

 

 

Eingabe: n;

C für 1=1,...,n, k = 1,...,n+1,

mit ai‚n+1 = fi1).

Anzeige: det A;

ED,
j-ter Schritt: Lösung von Ax = f(j)‚ 3>2

Eingabe: ai,n+1 = fij), i1= 1,...,/2.

Anzeige: x;j)‚x;j)‚...‚xgj).

2inE[n ][[ 1 -]l
 

Rechnung_für_den ersten Schritt:

Es wird der oben beschriebene Algorithmus ausgeführt,

wobei jetzt auch i1""’in—1 gespeichert werden.

Rechnung für den j-ten Schritt, j3>2:

 

B) € = 1(1)n-1 Erläuterungen

it ıt = Teil (2) für die neue

rechte Seite
at‚n+1++ait‚n+1

i = t+1(1)n <«— Teil (4) für die neue

ai,n+1 + a,in+1 - aitat‚n+1 rechte Seite

Sprung nach Teil (5) von

 

Für die nachträgliche Transformation der neuen rechten Seite

stehen die benötigten Elemente in der richtigen Anordung zur

Verfügung, weil bei der Zeilenvertauschung in Teil (2) des

Algorithmus für t = 2,...,n-1 die erste bis (t-1)-te
Spalte nicht betroffen waren.
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Im Hinblick auf die erforderlichen Programmspeicherplätze

geben wir nur ein Programm für den Rechner TI-59 an. Vom

Ende des verfügbaren Datenspeichers aus speichern wir spal-

tenweise die Elemente ajyx/ i=1,...,n, k=1,...,n+1, der

erweiterten Koeffizientenmatrix, deren letzte Spalte durch

die Lösung Xanr Xn des Gleichungssystems überspeichert

wird; daran anschließend werden die Zeilenindizes i1‚

12""’in—1 gespeichert. Die obigen Adressen bleiben daher

unverändert. Zusätzlich ist

E: Adr it =w- (n+*1)n+1-t

= t' + 1 - (n+2)n + w

für t = 1,...,n-1 und mit t'=n - t.

Programm_für TI-59

Belegung des Datenspeichers
 

 

         
    
 

 

          

Roo| Ro1| Ro2| Ro3|/Ro4|Ros|Ro6| |Ru+2-(n+2)n| ** | Ru-(n+1)n
' ' ' ' 'Adr| i it t n w d in—1 ... i1

i k'

k

Rm+1-(n+1)n * Ru-n2 Ruy+1-n2] 94 Ru-1| Ru

an,n+1 Pn . 31,n+17P1| Annn ...[ 921 911

Xn X4

Einleseprogramme

000 STO 4 R04 +n

002 Op 16 INV Int * 100 = STO 5 Ros * ®

013 R/S Stop

014 Lbl A 1 STO 1 STO 2 i+1,k+1

'021 D' GTO ( ROO + Adr ayı'

024 Lbl B 1 STO 2 E' k + 1, ROO + Adr b1

030 Lbl_( RCL Ind O R/S Anzeige a,, Stop ©&

035 STO Ind O Speichern von aj

037 Op 30 GTO ( Adr + Adr - 1,   
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Hauptprogramm für den ersten Schritt

041

046

(1)
052

056

062

068

077

079

(2)

085

091

095

102

106

110

113

121

(3)

127

129

136

(4)

140

146

152

156

159

162

165

171

179

9. Lineare Gleichungssysteme

Lbl C 1 STO 6

RCL 4 STO 3 Op 33

Lbl INV O x+—t

RCL 3 STO 1 Op 21

Lbl _lnx B' RCL Ind O |x|

X+—++t x>t CE

E RCL 1 STO 2 STO Ind O0 x—+t

Lbl CE x*—&—&t Dsz 1 lnx

RCL 3 + 1 = x+—t

RCL 2 x=t x—t

STO 1 x—t STO 2 Op 22

1 +/- Prd 6

Lbl_CLR SBR sin

Dsz 2 CLR

Lbl x—t RCL 3 STO 1 Op 21

B' RCL Ind O Prd 6 x+—>+t

Op 31

Lbl x2 B' x«>+t INV Prd Ind O
x+—+t Dsz 1 x2

RCL 3 STO 2 Op 22

Lbl Vx” RCL 3 STO 1

Lbl _1/x SBR cos

Dsz 1 1/x

Dsz 2 Vx

Dsz 3 INV

1 ST0O O01 2 STO 2

A' RCL Ind O Prd 6 RCL 6 Prt

Adv

d + 1

t' <n-1 (t + 1)

u+O —

i'+ t'+1 (i + t)

Ry + la,4l
wenn u3laitl

irei' (1,°i),u+ja,]
i'+i'-1, wenn i'>0

RT +t'+1

14 =wenn it—t +1 (it—t)

i'+ié‚k'«t'+2(k«t)

d + -d

dpk79i <
k'+k'-1, wenn k'>0

i'+t'+1 (i<t)

d«+d-a,ıı Rpta,r

i'«t' (i+t + 1)

ayp Ayp/aLr
.i'+i'-1, wenn i'>0 i]

k' + t'+1 (k + €+1)

i' < t' (i+t+1)

ajkK“dikK 7 Aitdek f]
i'+i'-1, wenn i'>0

k'+k'-1, wenn k'>0

t'-t'-1, wenn t'>0 —

i'e1l,k'e2(ien,k+n)

d+d-ann, Anzeige d

 
(Papiervorschub)
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180

186

190

196

201

207

215

221

233

241

249

253

256

264

271
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Lbl_tan RCL 4 STO 1

STO 2 Op 22

D' RCL Ind O + Op 32

D' RCL Ind O = x++t

E' x&—t STO Ind O Op 31

Lbl STO RCL 4 STO 2 Op 22

D' RCL Ind O - Op 32

Lbl_RCL D' RCL Ind O * }

E' RCL Ind O - Op 32

RCL 2 x+&—t RCL 1 INV x=t RCL

O = + D' RCL Ind O =

E' x—t STO Ind O

Dsz 1 STO

Lbl_SUM E' RCL Ind O Prt Op 22

RCL 2 x++t RCL 4 x>t SUM

R/S

Xx+—++t

Adressenunterprogramme

272

278

284

295

301

308

319

330

336

Lbl E ( RCL 3 +
1+ ( O GTO y*

Lbl A’ ( RCL 1 + ( RCL 2 GTO y*
Lbl B' ( RCL 1 +

( RCL 3 + 2 GTIO y*
Lbl C' ( RCL3+1+ ( RCL 2

Lbl y“ - RCL4- 2 ) * RCL 4

+ RCL 5 ) STO O

INV SBR

Lbl D' ( ( RCL 1+

( RCL 2 - 1 ) GTO EE

Lbl E' ( ( RCL 2 + RCL 4

Lbl EE * RCL 4 ) +/- +

1 + RCL 5 ) STO O

INV SBR

163

1+n

k+-+n+1

Ry * apntir K +D
RT - an,n+1/ann

Xn © an‚n+1/ann'j“.n_1
k+n+1

X*8r 2 n+17 ken
X+X-ay k+k-1 j]

wenn k+i

Rn * /a
x; + x/a,y
i+i-1, wenn 1>0

Anzeige Xxr kek+1 j;]

wenn n>k

Stop

t'+ Adr it

1+(0

i'+(k' Adr asx

'i'+ Adr a

(t’'+2

t'+1+(k' Adr ar

-n-2)n

+w‚Roo+Adr

Rücksprung

(i+ Adr CM

(k - 1)

(k + n) Adr Xx

.n)+(-1)+

1+w,ROO+Adr

Rücksprung
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Hauptprogramm für den j-ten Schritt, j>2

 

377 Lbl D RCL 4 STO 3 Op 33 t'<n- 1 (t + 1)

385 1 ST0 2 k'<+ 1 (k-<n + 1)

388 Lbl log E RCL Ind O STO 1 i'+ié (i+it) <———y

395 Xx+++t RCL 3 + 1 = x=t CP wenn t'+1=ié(t=it)

403 SBR sin at‚n+1++ait,n+1

405 Lbl_CP RCL 3 STO 1 i’et' (i+t+1)

411 Lbl_P+R SBR cos ai,n+1+ai‚n+1_aitat,n+1f]

415 Dsz 1 P+R i'e1'-1, wenn i’'>0

418 Dsz 3 1og t'et'-1, wenn t'>0 ———

421 GTO tan Sprung nach Teil (5)

Unterprogramm Zeilenvertauschung

423 Lbl sin C' RCL Ind O0 x—+t RT * ar

'429 A' x—&+t Exc Ind O x+—+t } atk+»ait,k

434 C' x+—t STO Ind O

438 INV SBR Rücksprung

Unterprogramm Eliminieren

' *439 Lbl_cos B' RCL Ind O RX * ar“

' -445 C' RCL Ind 0 = x—+t RT * aypdek

' -450 A' x—t INV SUM Ind O a“ Arx aypdek

455 INV SBR Rücksprung

Anleitung_zur _Verwendung_des_Programms
 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Zeilenzahl n des Gleichungssystems: n RST R/S.

3. Eingabe der Elemente a der Koeffizientenmatrix
ik

(spaltenweise) sowie der Elemente fi1) der ersten rechten

Seite des Gleichungssystems:

A auı R/S a R/S ... arn R/S

(1) (1) (1)f} R/S £, R/S...fn R/S.

Gleichwertig zu Schritt 3 können die Schritte 3a und 3b un-

abhängig voneinander ausgeführt werden.

3a Eingabe der Matrix A (spaltenweise):

A 3a4 R/S anı R/S ... arn R/S.
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3b Eingabe des Vektors f(1)

B { r/s { r/s ... e{ ws.
4. Berechnung der Lösung vonAx = f( ), Anzeige von det A

(1) (1)sowie der Lösungskomponenten X4 ‚...‚xn : C,.

5. Eingabe einer neuen rechten Seite f J), 3>2:

B f$3) R/S f;3) R/S ... f(J) R/S.
6. Rechnung zur Lösung von Ax = f(J) mit j>2 und Anzeige

der Lösungskomponenten x;3)‚...‚x(3)' D.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 5 für eine weitere rechte Seite,

ab Schritt 3 für eine andere Koeffizientenmatrix mit der-

selben Zeilenzahl n,

ab Schritt 2 für eine andere Zeilenzahl n.

Der Inhalt des Datenspeichers kann wie bei dem Programm zur

Lösung eines einzigen Gleichungssystems sichtbar gemacht

werden.

Es werden (n+2)n+6 Datenspeicherplätze benötigt und die

Programmschritte 000 bis 455. Daher kann mit der Standard-

aufteilung zwischen Programmspeicher und Datenspeicher des

Rechners TI-59 gearbeitet werden, bei der 480 Programm-

schritte und 60 Datenspeicherplätze verfügbar sind, und es

ist n<6 möglich.

Beispiele

Es wurden die folgenden Matrizen invertiert.

5 7 6 5 4.99 7 6 5
a=[ 710 8 7 \,g-( 710 8 7,

6 8 10 9 6 8 10 9
5 7 9 10 5 7 9 10

11/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7

12 Hainer, Numerische Algorithmen
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6.5 Minuten nach Betätigen der Taste C wurde im ersten

Schritt die Determinante angezeigt, nach weiteren 1.5 Minu-

ten die erste Spalte der inversen Matrix. Die Berechnung

der weiteren Spalten mit D benötigte jeweils 3 Minuten.

det B = 0.32, det M = 1.653-10
-7

-41. -17. 10,
25 10,
10 5
-E. _> Z

Ergebnis: det A

   
arl

  

Bei der Invertierung der Matrix N wurde im ersten Schritt

knapp 19 Minuten nach Betätigen der Taste C der Wert

det N = -6 angezeigt, nach weiteren 3 Minuten die erste

Spalte von N_1 . Die Berechnung der weiteren Spalten der

inversen Matrix mit D dauerte jeweils etwas mehr als

6 Minuten.

1.2..3. 4 5 6 —1 10 0 00

2.2. 3. 4 5 6 1.-2. 210 0©

Nal 3.3.3. 4 5 6 ,N—1 _ 9 21.-2. 10 ©

4 4 4 4 5 6 00 0 :21.-2 10

5.5 5 5 5 6 o O ©O -2 1

6 6 6 6 6 %6 0 0.0 O 1 -0.83
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Die von Null verschiedenen Elemente von N_1 wurden durch die

Unterdrückung der Schutzstellen mit der angegebenen Ge-

nauigkeit angezeigt; die als Null wiedergegebenen Elemente
12

waren dem Betrag nach <2-.10 '“, also Null im Rahmen der

Rechengenauigkeit.

(1)Das gestaffelte Gleichungssystem bei Nx = e zur Bestimmung

der ersten Spalte von N”' lautete

6 X; + 6 x, + 6 X; + 6 X4 + 6 X5 + 6 X6 > o

X, + 2 X; + 3 X4 + 4 Xg + 5 X6 = 1

xz + 2 %4 + 3 xg + 4 xg = -107'®

X4 + 2 X; + 3 X6 > o

X5 + 2 X6 > —1Om12

X6 = —10712

9,3. ITERATIVE VERFAHREN

Zur Lösung linearer Gleichungssysteme Ax = b dienen neben

direkten Verfahren wie dem obigen Eliminationsverfahren auch

iterative Methoden. Ausgehend von einer Näherung x(o) für

die L?äyng(ä)deä3?leichungssystems wird eine Folge von Vekto-

‚X ‚X ,ren x ‚.. bestimmt, die unter geeigneten Voraus-

setzungen gegen z konvergiert.

Iterative Verfahren sind besonders geeignet bei großen

Gleichungssystemen, wie sie zum Beispiel bei der Differenzen-

approximation partieller Differentialgleichungen auftreten.

Häufig ist dann die Koeffizientenmatrix A dünn besetzt, und

ik in Abhängigkeit von i und k als

Unterprogramm realisieren statt sie zu speichern. Mit einem

man kann ihre Elemente a

derartigen virtuellen Speicher wird die Behandlung der großen

Zahlenfelder auch möglich bei vergleichsweise geringem Um-

fang des Datenspeichers, wie ihn programmierbare Taschen-

rechner aufweisen.
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Im folgenden gehen wir jedoch zur Erläuterung der Verfahren

davon aus, daß die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems

in den Datenregistern gespeichert ist. Wir stellen die

Algorithmen zur Berechnung der Näherungslösungen auf für das

Gesamtschrittverfahren und das Einzelschrittverfahren, be-

schränken uns dann aber im Hinblick auf die Realisierung

durch Taschenrechnerprogramme auf das Einzelschrittverfah-

ren und das zugehörige Relaxationsverfahren.

DAS GESAMTSCHRITTVERFAHREN

(t+1) (t)>
= g(x

Bestimmung von Fixpunkten einer Funktion g führt bei Über-

Die Methode der sukzessiven Approximation x zur

tragung auf lineare Gleichungssysteme auf das Jacobische

Gesamtschrittverfahren.

Besitzt die Matrix A von Null verschiedene Diagonalelemente,

a +0, i1=1,...,2n,

so ist zu Ax = b die folgende Beziehung gleichwertig,

1 n
X; ==—(b,;, - Za,.x,), 1=1,...,n.
i a i k=1 ik”k

k+i

Damit ist das Gleichungssystem Ax=b in eine Fixpunktgleichung

für den Vektor der Unbekannten x = (x1‚...‚xn) umformuliert.

Das Verfahren der sukzessiven Approximation ergibt hier nun

die Iterationsvorschrift des Gesamtschrittverfahrens:

n

. k£1aikxflt))'
k+i

ÜE i= 1,...,2n,
ayı

für t = 0,1,2,... ı
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Unter der Voraussetzung des schwachen Zeilensummenkriteriums,

n
E Jajyl<la,zl, 1 = 1,...

n

Z la,yIsla,yl;
1K LE yai#1=1

k+1i

ist die Matrix A invertierbar und somit das Gleichungssystem

Ax = b für jede rechte Seite b eindeutig lösbar (s. [9] 8.1);

weiter konvergiert für jede Anfangsnäherung x(o) das Gesamt-

schrittverfahren gegen die Lösung z des Gleichungssystems mit

einer a-posteriori-Fehlerabschätzung

||x(t) - z|]iconst.llx(t) - x(t_1)|], t=1,2,... .

Algorithmus Voraussetzung: Die Matrix A erfülle das

schwache Zeilensummenkriterium.

Bingabe: n, (a1, ...n Pa)ie1,...,n7
X; > xio) für 1i=1,...,N.

( sürt=1,2,... .

Yj_ll

t+1

Anzeige t ——

i = 1(1)n

X+b

Anzeige:

 

 

 SEEDE[:2x

 

F

i

k = 1(1)n

+ k:A

[}déaii.——

X + X- ayp Xr

X
Yı *d
Anzeige Yı

  
 

 
i = 1(1)n

X; * Yı  t+t+1
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Hier werden die Komponenten der neu berechneten Näherung auf

den Speicherplätzen Yır Ya gespeichert. Nach Beendigung

eines Iterationsschrittes dienen sie dann im folgenden

Schritt als vorherige Näherung; dazu werden sie auf die

Speicherplätze Xqre Xn umgespeichert.

DAS EINZELSCHRITTVERFAHREN

Unter der Voraussetzung a11+0‚ i= 1,...,n an die Diagonal-

elemente der Matrix A betrachten wir wieder das lineare

Gleichungssystem Ax = b in der Darstellung

n
X; = — (bi - E aikxk)‚ 1= 1,...7/0,

k=1
k41

Die Iterationsvorschrift des Einzelschrittverfahrens von

Gauß-Seidel zur Lösung dieser Gleichungen lautet

1i1-1 n

K{s z b m BaEa(P)
ii k=1 k=i+1

für i= 1,...,n, t= 0,1,2,... . Der Unterschied zu dem Ge-

samtschrittverfahren besteht darin, daß hier die schon be-

rechneten Komponenten x$t+1),...‚xif?1) der neuen Näherung
x(t+1)

verwendet werden, um die Komponenten xit+1) für

i = 2,...,Nn zu ermitteln,.

Sowohl unter der obigen Voraussetzung des schwachen Zeilen-

summenkriteriums für die Matrix A wie auch für positiv

definite Matrizen A gibt es eine Konstante q, O0<q<1, so daß

das Einzelschrittverfahren mit beliebiger Anfangsnäherung

x(o) gegen die eindeutig bestimmte Lösung z des Gleichungs-

systems Ax = b konvergiert (s. [9] 8.2) mit der a-priori-

Fehlerabschätzung

llx(t) (1) _ X(o)ll'qt: +- z||<const..||x = 1,2,...4

und der a-posteriori-Fehlerabschätzung

[[x(t) - zlliconst.-llx(t) - x(t_1)ll‚ t=1,2,... .
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Algorithmus| Voraussetzung: Die Matrix A erfüllt das

schwache Zeilensummenkriterium,

oder A sei positiv definit.

Eingabe: n, (ayy); x=1,...,n' Pi)ier,...,n'

X; > xio)für i=1,...,2.

Anzeige: t‚x(t) für t = 1,2,...

""‘Ji

t-+ 1

Anzeige t €— —

i= 1(1)n

X + bi

k = 1(1)n

 

ilkiIn/|t

      

 4x] 9ı®

 

Anzeige X;  t<t+1

Bei dem Gesamtschrittverfahren war es erforderlich, die

Komponenten der neu berechneten Näherung gesondert zu speichern

und am Ende eines jeden Iterationsschrittes nach XarX

umzuspeichern. Im Gegensatz dazu überspeichern hier die schon

berechneten Komponenten der neuen Näherung sofort die vor-

herigen Werte. Daher benötigt man bei der Programmierung des

Einzelschrittverfahrens weniger Datenspeicherplätze als bei

dem Gesamtschrittverfahren. Da außerdem für zahlreiche

numerische Beispiele das Einzelschrittverfahren schneller

konvergiert als das Gesamtschrittverfahren, beschränken wir

uns im folgenden auf das Einzelschrittverfahren.
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In den Programmen für das Einzelschrittverfahren speichern

wir die Elemente der Matrix A spaltenweise vom Ende des

Datenspeichers her, anschließend die Komponenten der rechten

Seite b und des Näherungsvektors x(t). Mit der Adresse w des

letzten Datenspeicherplatzes und mit den komplementären

Indizes i' = n+1-i, k' = n+1-k lauten die Adressen dieser

Speicherplätze für 1i,k = 1,...,n:

Adr a > W -(1-1 + (k-1)n) = 1' - (n+1-k')n + w,

Adr b, =w-n* - (1-1) = 4' - (n+1)n + %,

Adr Xx =wW- (n+1)n - (k-1) = k' - (n+2)n + w.

Außerdem bedienen wir uns auch der Möglichkeit, für symmetri-

sche Matrizen nur die Teilmatrix (a zu speichern,ik)i]<k<i<n
welche die Matrizenelemente in den Spalten ab der Haupt-

diagonalen enthält; in diesem Fall lauten dann die Speicher-

platzadressen für i,k = 1,...,n:

Adr ayy = w -(i-1 + Ä(k-1) (2n-k)), k<1,

= ik'(k'-1) + 1' - (n+1)3 + w, k'>1',

Adr b, =w- %n(n+1) - (1-1) = i' - (n+3)% + w,

Adr Xx = @ %n(n+3) - (k-1) =k' - (n+5)% + w.

Programm für_HP-67/97

Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der vollen Matrix
 

 

          
 

 

Ro| Rı| B2| R3| Ra| R5 Ros-(n+2)n| ** R24-(n+1)n
X d i'lk'In t X ... X

n 1

Ros-(nt+1)n ** | R24-n2| R25-n2| + | R23| R2a Rı nc3
bn ... b1 ann ... a21 a11 Adr          
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Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der Teilmatrix

 

 

           
 

          
 

 

(ayy)x<a

Ro| ı] R2 R3 Ra R5 Ras-(n+5)n/2] ** 24-(n+3)n/2| .4
,' '

—

X d i k n t Xn ... X4

Ros-(n+3)n/2/ * [R24-(nt+1)n/2|R25-(n+1)n/2| ** | R23| R2a| Bı
bn ... b1 ann ...| 324[ 941 Adr

Einleseprogramme

001 LBL_A RCL 4 STO 2 STO 3 i’'<n,k'-<n

005 a GTO O RI + Adr a11, ———>

007 LBL_B RCL 4 STO 2 b GTO O i'+n, RI+Adr b1‚ —>

012 LBL_C RCL 4 STO 2 c i'<n, RI+Adr X4

016 LBL _O RCL (i) R/S Anzeigen, Stop =:::fj

019 STO (i) DSZ I GTO O Speichern,Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

022 LBL _D 1 STO 5 t-+ 1

025 LBL_1 PRTSPC RCL 5 PRTx Anzeige t ———m€——

029 RCL 4 STO 2 i'<n

031 LBL_2 b RCL (i) STO O X + bi

035 RCL 4 STO 3 k'-<n

042 a RCL (1i) STO 1 GTO 5

037 LBL_3 RCL 2 RCL 3 x+y? GTO 4 |Zwenn i' + Kk'

d+ a
1i’

046 LBL _4 a RCL (i) Rx + aik

049 d CLx RCL (1i) * STO - O X + X - ayyXyx

054 LBL_5 3 STO I DSZ (i) GTO 3 k'+k'-1, wenn k'>0

059 C RCL O RCL 1 + STO (i) PRTx xi+x/d‚ Anzeige X;

065 2 STO I DSZ (i) GTO 2 i'ei'-1, wenn 1'>0  069 1 STO + 5 GTO 1 t<t+1,
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Adressenunterprogramme bei Speicherung der vollen Matrix

072 LBL _a RCL 2 RCL 3 CHS GTO 6

077 LBL_b RCL 2 O GTO 6

081 LBL_c RCL 2 1 GTO 6 
085 LBL_d RCL 31

088 LBL _6 1 + RCL 4 + RCL 4 * -

096 24 + STO I

100 RTN

i'-(-k' Adr

i’'-(0 Adr

i1'-(1 Adr

k'-(1 Adr

+1+n)n

+24, RI+Adr

Rücksprung

Adressenunterprogramme bei Speicherung der Teilmatrix

072 LBL _a RCL 2 RCL 3 x<y? x+—y

077 ENTER ENTE

084 + 1 GTO 6

087 LBL_b RCL 2 3 GTO 6

091 LBL_c RCL 2 5 GTO 6

 

 
095 LBL_d RCL 

R 1

35

- *2

098 LBL_6 RCL 4 + RCL 4 * 2+>+ - 
106 24 + STO I

110 RTN

Programm für TI-58/59

Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der vollen Matrix

wenn k'<i',dann

(k'-1)k'/2

+i'-(1 Adr

1'-(3 Adr

i'-(5 Adr

k'-(5 Adr

+n)n/2

+24, RI+Adr

Rücksprung

ajk

b,
X;

Xx

 

 

        
 

 

 

n     nn     

Roo Ro1 Ro2 Ro3 Roa Ros| Ro6 Ru-(n+2)n+1| ** | Bu-(n+1)n
Adr d i' k' n t w X ... X

n 1

Ru-(n+1)n+1| ** Ru-n2 Ru-n2+1 Ry-1| R

b ... b a a
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Belegung des Datenspeichers bei Speicherung der Teilmatrix

 

 

        
 

 

         
 

   

 

(ayp)pei

Roo[Ro1/ Ro2| Ro3/ Ro4| Ros|Ro6e| [Ru-(n+5)n/2+1| * |Ru-(n+3)n/2
Adr| d |i' |k' n t w Xn ... X;

Rw-(n+3)n/2+1 ... Rm--(n+1)n/2 Rw—(n+1)n/2+1 ... Rw-1 Rı

bn ... b1 arn ... Jaı |9344

Einleseprogramme

000 STO 4 RO4 +n

002 Op 16 INV Int * 100 = STO 6 R06 + w

013 R/S Stop

014 Lbl A RCL 4 STO 2 STO 3 i'’'-<-n,k'-<n

022 A' GTO INV ROO + Adr a11, ——

025 Lbl B RCL 4 STO 2 B' GTO INV i'+n, Roo+Adr b1‚ ——

034 Lbl C RCL 4 STO 2 C' i'+n, R00+Adr X4

041 Lbl_INV RCL Ind O R/S Anzeigen, Stop 2::äij

046 STO Ind O Dsz O INV Speichern, Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

051 Lbl D 1 STO 5 t+ 1

056 Lbl_lnx Adv RCL 5 Prt Anzeige t ——

062 RCL 4 STO 2 i'—+<+n

066 Lbl_CE RCL 4 STO 3 k'<n

072 B' RCL Ind O X + b1

075 Lbl CLR - RCL 2 x—>t RT + i'

081 RCL 3 INV x=t x+—t wenn k'+i'

086 A' RCL Ind O STO 1 O GTO x2 [;d + aii'

094 Lbl x—t A' RCL Ind O * } X+X-8,Xx

100 D' RCL Ind O

103 Lbl x? Dsz 3 CLR k'<k'-1, wenn k'>0
108 = + C' RCL _1 = STO Ind O Prt xi+x/d, Anzeige X;

117 Dsz 2 CE i'+1i'-1, wenn 1'>0

120 Op 25 GTO lnx t+t+1,  
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Adressenunterprogramme bei Speicherung der vollen Matrix

124 Lbl A' ( RCL 2 - 1'- Adr a

130 ( RCL 3 +/- + GTO VX (-k'+

137 Lbl B' ( RCL 2 - ( GTO VX i'-( Adr bi

146 Lbl C' ( RCL 2 - (1 + GTO VX 1'-(1+ Adr x,

157 Lbl D' ( RCL3 - (1+ k'-(1+ Adr Xx

166 Lbl _VX 1+RCL4 ) * RCL 4 + 1+n)n+

177 RCL 6 ) STO O wr Roo+Adr

182 INV SBR Rücksprung

Adressenunterprogramme bei Speicherung der Teilmatrix (aik)k<i

124 Lbl A' ( RCL 2 x+>+t RCL 3 RX + k', RT + 1'

132 x>t 1/x wenn k'>i'

134 X+—+t RX++RT _;]

135 Lbl 1/x * (CE-1)+2+ k'(k'-1)/2+

146 x+—++t - ( 1 GTO VX 1'-(1 Adr a

152 LblB' ( RCL 2 - ( 3 GTO VXx i1'-(3 Adr b,

162 Lbl C' ( RCL 2 - ( 5 GTO VX i'-(5 Adr x,

172 Lbl D' ( RCL3 - (5 k'-(5 Adır x,

180 Lbl Vx + RCL 4 ) * RCL 4 + 2 + +#+n)n/2+

192 RCL 6 ) STO O w, Rog + Adr

197 INV SBR Rücksprung

Anleitung zur Verwendung der Programme
 

1. Eingabe des Programms (Einleseprogramme, Hauptprogramm

und eine Art der Adressenunterprogramnme).

2. Eingabe von n

bei HP-67/97: n STO 4,

bei TI-58/59: n RST R/S.

3. Eingabe der Matrix A (spaltenweise), der rechten Seite b

und der Anfangsnäherung x(o):

L R/S a,ı R/S ... a R/S

b1 R/S b2 R/S ... b R/S
nn

n

x{°) R/S x;°) R/S ... xé°’ R/S.
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Gleichwertig zu Schritt 3 können die Schritte 3a, 3b, 3c

einzeln und unabhängig voneinander ausgeführt werden.

3a Eingabe der Matrix A (spaltenweise):

A R/S R/S ... ann R/S.3411 8a21
3b Eingabe des Vektors b:

B b1 R/S b2 R/S ... bn R/S.

3c Eingabe der Anfangsnäherung x(o):

c x$°’ p/s x s ... x{(% r/S.

4. Berechnung der Näherungslösungen und Anzeige von

e, O, ,D für e = 1,2,...: D.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 3c bzw. 3b bzw. 3a für eine andere Anfangsnäherung

x(o)‚ für eine andere rechte Seite b bzw. für eine andere

nxn-Matrix A;

ab Schritt 2 für eine andere Zeilenzahl n.

Verwendet man das Programm für symmetrische Matrizen bei

Speicherung der Teilmatrix (aik)k<i’ so sind in Schritt 3 bzw.

3a die Matrizenelemente jeweils nur ab der Hauptdiagonalen

aufeinanderfolgend einzugeben.

Wie in den Programmen zum Gaußschen Eliminationsverfahren

wird auch hier vor dem Eintasten eines Elements in Schritt 3

bzw. 3a, 3b, 3c der bisherige Inhalt des Speicherplatzes an-

gezeigt, auf den der neu eingegebene Wert dann mit R/S ge-

speichert wird; nach R/S wird der Inhalt des nächsten Daten-

speicherplatzes angezeigt. Dadurch ist es möglich, nach

Beendigung der Eingabe die gespeicherten Werte zu überprüfen

durch die Tastenfolge A R/S ... R/S entsprechend Schritt 3

bzw. durch die Tastenfolgen entsprechend den Schritten 3a,

3b, 3c. Fehlerhaft eingegebene Werte werden hierbei durch

Überschreiben im Anzeigeregister auch im Datenspeicher be-

richtigt.
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In Schritt 2 wird für die Rechner TI-58/59 die Zeilenzahl n

gesveichert sowie die Datenspeicherverteilung durch den

letzten Datenspeicherplatz festgelegt.

Bei Speicherung der vollständigen Koeffizientenmatrix werden

n(n+2)+7 Datenspeicherplätze benötigt, bei Speicherung der

Teilmatrix (a einer symmetrischen Matrix sind7 ik)k<i
5n(n+5)+7 Datenspeicherplätze erforderlich.

Auf den Rechnern HP-67/97 ist im ersten Fall daher n<3 zu-

lässig, im zweiten Fall kann n<4 gewählt werden.

Für den Rechner TI-58 stehen bei der Standardaufteilung des

Speichers 240 Programmschritte und 30 Datenspeicherplätze zur

Verfügung. Daher ist bei Speicherung der vollen Matrix nur

n<3 zulässig, bei Speicherung der Teilmatrix (aik) einer

symmetrischen Matrix ist n<4 möglich. Ändert man jäääch das

obige Programm so ab, daß w nicht gespeichert wird, sondern

bei Bedarf jeweils mit Hilfe eines Unterprogramms (ent-

sprechend den obigen Programmschritten 002 bis 010) berechnet

wird, so kann auch bei Speicherung der vollen Matrix n<4

gewählt werden. Verzichtet man auf die Einleseprogramme A, B,

C, so werden weniger als 160 Programmschritte benötigt; nach

4 Op 17 stehen dann auf dem Rechner TI-58 insgesamt 40 Daten-

speicherplätze zur Verfügung, und es ist ohne sonstige

Änderungen des obigen Programms n<4 bei Speicherung der vollen

Matrix und n<6 bei Speicherung der Teilmatrix möglich.

Der Rechner TI-59 bietet nach 9 Op 17 ebenfalls 240 Programm-

schritte, gleichzeitig 90 Datenspeicherplätze. Daher kann man

bei Speicherung der vollen Matrix Gleichungssysteme mit bis

zu n = 8 Unbekannten lösen, bei Speicherung der Teilmatrix bis

zu n = 10,.
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Beispiel

Das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

2 -1 o © 1
a= [-1 271 0\ pf ©

o -1 2 -1 0
o o0-1 2 0

besitzt die Lösung z = (0.8, 0.6, 0.4, 0.2). Mit dem Einzel-

schrittverfahren und x(o) = (1, 1, 1, 1) als Anfangsnäherung

wurden die folgenden Näherungsvektoren x(t) für z errechnet,.

t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

1.00600€065 1.300060008 1.006000680 8.937ä86685 6, 590625006

1.000060080 1.000000080 6,875000060 ‚761250066 0.718759g68

1.000800006 0, 7500080006 6, E2500800080 6, 546875606 G.i9609{:58

6, 506000000 8. 375000008 ‚312500066 0,273437500 6, 248045875

t = 10 t = 20 t = 30 t = 40 t = 50

8.810597528 8.500157215 0, 600062266 6800000033 8. 800000001

8.614265442 0.600205797 0.600002969 8. 600000643 6, 6080006061

8.411540585 8.408165493 0. 4000024802 6, 406205035 6.400000081

8.205770493 0.200083247 0.200001261 6.200000617 6.200000006

Mit dem Rechner HP-97 wurde dieses Beispiel mit Speicherung

der Teilmatrix (aik)k<i gerechnet; die Berechnung eines

(£+7) aus x(t) dauerte 73 Sekunden. Bei

der Rechnung des entsprechenden Programms mit dem Rechner

TI-59 wurden 103 Sekunden je Iteration benötigt. Bei

Speicherung der vollen Matrix waren mit TI-59 jeweils 87

Sekunden für eine Iteration erforderlich. In diesem Fall ist

das Adressenunterprogramm A' kürzer.

Näherungsvektors x
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RELAXATIONSVERFAHREN ZUM EINZELSCHRITTVERFAHREN

Für positiv definite Matrizen A geben wir eine weitere Methode

zur Lösung linearer Gleichungssysteme Ax = b an. Mit ihrer

Eigenschaft

a + 0, 1=1,...,n,

bildet man mit einer Zahl o + O die Näherungsvektoren nach

der Vorschrift

1-1 n
(t+1) (t) o (t+1) (t)

X (1-0)x +— (b, - Za X - Z a,.X )
i 1 aı i k=1 ik”k k=1+1 ik”k

für i = 1,...,n und t = 0,1,2,... . Zur Berechnung des neuen
(t+1)

Näherungsvektors x wird also jeweils eine Linear-

(t) und der rechten Seitekombination der vorherigen Näherung x

der Iterationsvorschrift des Einzelschrittverfahrens gebildet.

(0) und für 0<yv<2 herrscht

Konvergenz gegen die eindeutig bestimmte Lösung z des linearen

Gleichungssystems Ax = b (s. [9] 8.3.2). Für O<o<1 spricht

man von Unterrelaxation, für 1<o<2 nennt man dieses Näherungs-

Für beliebige Anfangsnäherung x

verfahren ein Überrelaxationsverfahren zur Lösung des

Gleichungssystems. Für o = 1 entsteht das obige Einzelschritt-

verfahren. In Abhängigkeit von der gegebenen positiv defini-

ten Matrix A kann o optimal gewählt werden, so daß eine

wesentliche Beschleunigung der Konvergenz gegenüber dem

Einzelschrittverfahren erreicht wird.

Im folgenden stellen wir einen Algorithmus für das Relaxations-

verfahren auf; für die zugehörige Taschenrechnerprogramme

geben wir nur die Änderungen an, die bei den obigen Programmen

für das Einzelschrittverfahren vorzunehmen sind.
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Algorithmus Eingabe: n, (aik)i‚k=1,...,n’ (bi)i=1‚...,n'

_ „(0)
ı5 Xi
(t)

0, X für i=1,...,n.

Anzeige: t, x für t=1,2,... +

[eu[r ] [ 1
 

n|olt
    

 

ani

t+1

Anzeige t <€——

1(1)n

b,
ı

1(1)n

1

+a

N
4

1i
+x -a

+#

X
©
w
l

x
e

 gX;+ (1 o)xi + gX

Anzeige X;

t+t+1

  
In dem obigen Programm für die Rechner HP-67/97 benutzt man

zusätzlich den Datenspeicherplatz R6 für o. An die Stelle der

Programmschritte 059 bis 064 treten die Anweisungen

c 1RCL 6 - STO * (i) x,+(1-0)x,

RCL 6 RCL O * RCL 1 + STO + (i) xi+xi+gx

RCL (i) PRTx Anzeige X;

Bei dem obigen Programm für die Rechner TI-58/59 kann das

Datenregister R07

schritte 108 bis 116 werden dann ersetzt durch die folgenden

Anweisungen.

zur Aufnahme von o dienen. Die Programm-

=+ C' (1-RCL 7 ) Prd Ind 0 xi+(1—a)xi

RCL 1 * RCL 7 = SUM Ind O xi+xi+gx

RCL Ind O Prt Anzeige X;

13 Hainer, Numerische Algorithmen
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Jeweils vor Beginn der Rechnung ist o zu speichern. Im übrigen

gilt die obige Anleitung zur Verwendung der Programme unver-

ändert. Es werden n(n+2)+8 Datenspeicherplätze benötigt, falls

die volle Koeffizientenmatrix gespeichert wird; für die Rech-

ner HP-67/97 und TI-58 ist n<3 möglich, bei TI-59 kann nach

9 Op 17 wieder n<8 gewählt werden. Speichert man nur die Teil-

matrix (aik)k<i’ so sind %n(n+5)+8 Datenspeicherplätze er-

forderlich und als Zeilenzahl n ist wie oben n<4 bzw. n<10

zulässig.



10, NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
 

Wir betrachten nun nichtlineare Gleichungssysteme mit n

Gleichungen für n Unbekannte. Die Methoden zur Bestimmung

von Lösungen stellen Verallgemeinerungen der Verfahren für

eine nichtlineare Gleichung mit einer Unbekannten dar. Wie

schon im Fall linearer Gleichungssysteme ergibt die Methode

der sukzessiven Approximation ein Gesamtschrittverfahren und

ein zugehöriges Einzelschrittverfahren. Wir befassen uns ein-

führend mit diesen beiden Verfahren und erläutern dann das

Einzelschrittverfahren an nichtlinearen Gleichungssystemen,

die bei der Differenzenapproximation von Randwertaufgaben

gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf-

treten.

GESAMT- UND EINZELSCHRITTVERFAHREN

Das nichtlineare Gleichungssystem liege in der Gestalt

X = g(x) vor, mit n-komponentigen Vektoren x und g. Ausführ-

lich geschrieben lautet es

X4 = 94lXyr Xareser Kadı

x2=92(x11 x21---: xn)l

Xx >= gn(x1, Xareeer xn).

Als Lösungen sucht man also Fixpunkte der Abbildung g. Für

das Gesamtschrittverfahren x(t+1) = g(x(t)) berechnet man

eine Folge von Näherungsvektoren gemäß

+1 .

x3€t ) > gj(x‘ft)' x;t)l--.l xr(1t))r j=1,...,n, t=0,1,2,... +
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Bei dem Einzelschrittverfahren lautet die Iterationsvorschrift

t+1 t t t
x{ )= g1(x; )‚ x£ ),...‚ xé ))‚

t+1 t+1 t+1 t t .
xä ) = gj(x} )‚...‚x;_1 )‚ x; )‚...,xÄ ))‚ j=2,...,2n,

für t = 0,1,2,... . Die im vorangegangenen Abschnitt behandel-

ten Gesamt- und Einzelschrittverfahren für lineare Gleichungs-

systeme ordnen sich hier ein, wenn man wählt
n

gj(x1,...‚xn) = ääg(bj - ki1ajkxk)’ j=1,...,2.

k+43
Bildet g eine abgeschlossene Menge G des n-dimensionalen

Zahlenraumes in sich ab, so kann für jeden Vektor x(o) aus

G die Folge der iterierten Vektoren x(t+1) = g(x(t)) gebildet

werden. Ist weiter die Abbildung g kontrahierend,

Ilgix) - g(y)||<allx - y|lı x,yeG, mit O<q<1,

dann gibt es eine eindeutig bestimmte Lösung z des nicht-

linearen Gleichungssystems x = g(x) in G, und für jeden An-

fangsvektor x(o) aus G konvergiert die Folge x(o), x(1),

x(2),... des Gesamtschrittverfahrens gegen z mit der

a-posteriori- und der a-priori-Fehlerabschätzung

t
le(t) _ z|]iT%ällx(t) _ x(t_„lli%:ällx(1) _ X(O)l|:t=1:2:---

Diese Konvergenzaussage entspricht derjenigen für den Fall

einer Unbekannten; an die Stelle des Betrags von reellen

Zahlen ist jetzt eine beliebige Norm für Vektoren getreten.

Für das Einzelschrittverfahren gilt dieselbe Aussage über die

eindeutige Lösbarkeit des Gleichungssystems und die Konvergenz

und Fehlerabschätzung, falls G ein abgeschlossenes n-dimensio-

nales Intervall ist und falls als Vektornorm die Maximumnorm

verwendet wird (s. [9] 9.1).

Für eine Abbildung g mit einmal partiell differenzierbaren

Komponenten 9j bezeichnen wir die Matrix der partiellen

dg,
Ableitungen ä;l als Funktionalmatrix g',

K
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dg,

g'(x) = 380x) = |z]
jrk=1,...,n

Ist die Punktmenge G konvex und die Abbildung g auf G erklärt

mit stetigen und beschränkten partiellen Ableitungen erster

Ordnung, dann gilt

Ilg(x)-g(y)||<L||x-y||, x,yeG, mit L = sup||g'(w)||.
WEG

Hierbei ist auf die Funktionalmatrix g'(w) eine Matrizennorm

angewandt, die mit der verwendeten Vektornorm verträglich ist;

für L<1 ist dann g eine Kontraktion mit q = L<1. Da im Fall

des Einzelschrittverfahrens die Maximumnorm als Vektornorm

dient, ist eine verträgliche Matrizennorm zum Beispiel die

maximale Zeilensumme,

NICHTLINEARE RANDWERTAUFGABE

Wir behandeln nun nichtlineare Randwertaufgaben bei gewöhn-

lichen Differentialgleichungen und setzen zur Berechnung von

Näherungslösungen das Einzelschrittverfahren ein.

Gegeben sei eine Funktion f, die erklärt ist für (x,y,z) mit

a<x<b und y‚,z beliebig reell. Gesucht ist eine zweimal stetig

differenzierbare Funktion y, die die Differentialgleichung

y"(x) = £f(x,y(x),y'(x)), a<x<b,

erfüllt und gleichzeitig den Randbedingungen

y(a) = a, y(b) = ß
genügt.

Mit einer natürlichen Zahl N, h = 9ä3 und den Gitterpunkten

xj = a + jh, j =0,...,N, ermitteln wir Näherungswerte für

die Funktionswerte y(x.) als Lösung (uo, u1‚...‚uN) der

Differenzenapproximation

ug =«,

x - = L _ = _h2(uj+1 2“j+uj—1) = f(xj‚uj‚ 2h(uj+1 “j-1))’ j=1,...,N-1,

u = B,
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Hiermit liegt ein nichtlineares Gleichungssystem für die

Unbekannten Uiree e rUnng VOr.

Dieses Gleichungssystem lösen wir durch das Einzelschritt-

verfahren

uC()t+1) = @,

(t+1) _ (t)(t+1) (t) (t)_(t+1)
"3 “ 2(j+17 -h£lx,;ru; ’2h(j+1 e

t+ xng 1) _ e, j =1,...,N-1,

t=0,1,2,... . Für hinreichend kleine h können die obigen

Voraussetzungen über die Konvergenz dieses Verfahrens erfüllt

werden,

Bei dem Einzelschrittverfahren für lineare Gleichungssysteme

hatten wir den Lösungsalgorithmus so gestaltet, daß jeder

Näherungsvektor angezeigt wurde. Im Unterschied dazu wird nun

in dem folgenden Algorithmus nur jeder n-te Näherungsvektor

angezeigt, und die Zahl n wird zu Beginn mit eingegeben.

Algorithmus Eingabe: Unterprogramm für f(x,y,z);

a, b, N;

(0) _ (0) (0) (0) _ 8.
uo _alu r---luN 1'“N = ß;

n.

Anzeige: t, u(t)‚...,uNt) für t=n, 2n,... .

 

         C] wo] enlanl Tn]
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p+1
Anzeige t

 j= 1(1)N-1 <«—

X

Y  

 

N

1+2
+ uj_1) - z h£f(x,y,z)  1, dann Anzeige uj

 

Der Parameter p dient als Steuergröße für die Anzeigean-

weisungen. Ist t ein Vielfaches von n, so wird p = 1 gesetzt

und es werden die berechneten Komponenten des Näherungsvek-

tors angezeigt. Andernfalls werden die Anzeigeanweisungen

für p = O übersprungen. In den Programmen verwenden wir

hierzu Flag 0. Für die Rechner HP-67/97 setzen wir Flag O

=p; mit der Abfrage F? O wird die Anweisung "Anzeige uj"

ausgeführt, falls Flag O gesetzt ist (p = 1), und die Anzeige-

anweisung wird übersprungen, falls Flag O nicht gesetzt ist

(p = 0). In Abweichung davon wird bei den Rechnern TI-58/59

mit der Abfrage Ifflg O zu der in der nachfolgenden An-

weisung genannten Marke verzweigt, falls Flag O gesetzt ist;

deshalb setzen wir für diese Rechner Flag O = 1-p und errei-

chen auf diese Weise, daß die Anzeigeanweisungen für p = 0O

übersprungen werden.
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Für die beiden Schleifen des Algorithmus wollen wir in den

Programmen auf die Dsz-Anweisung zurückgreifen. Deshalb

arbeiten wir mit dem komplementären Index j' = N-j. Um bei

der Berechnung der Gitterpunkte xj = a + jh in der ersten

Schleife nicht außerdem noch den Index j selbst verwenden

zu müssen, formulieren wir die Schleife zur Berechnung der

Gitterpunkte um in die gleichwertige Form

3' = N-1(-1)1

xj‚+ b - j'h

Wir berechnen und speichern diese Gitterpunkte bereits im

Einleseprogramm, nachdem a,b und N eingegeben sind und h

berechnet ist. Dadurch wird erreicht, daß bei Wiederholung

des Hauptprogramms mit einer anderen Anfangsnäherung und

sonst unveränderten Eingabedaten nicht nochmals dieselben

Gitterpunkte ermittelt werden.

Die Größen ugr

her gespeichert, anschließend die Gitterpunkte Xqree X-1t

N werden vom Ende des Datenspeichers

Mit der Platzziffer w des letzten Datenspeicherplatzes Rm

lauten dann die Adressen

Adr uj =wu- J = -N+3' + w,

Adr xj = w - N-j =-2N + )3' + w.

Programm für _HP-67/97
 

 

       
     
  

R R R,| R,l R R R R
Datenspeicher 9 7 2 3 4 5 6 7

z X t n N j'lh

a

Roc_ ...| Rag Ragnl --.| R R R
25-2N 23-N 24-N 23 24 I N<8

Xy-1 ...| X4 u ... W4 w Adr         
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Einleseprogramm

001 STO O R/S

003 STO 1 - CHS R/S

007 STO 5 STO 6 + STO 7

011 1 STO - 6

013 LBLO b

015 RCL 1 RCL 7 RCL 6 * - STO (i)

021 6 STO I DSZ (i) GTO O

025 LBL_A RCL 5 STO 6 a

029 LBL_1 RCL (i) R/S

032 STO (i) DSZ I GTO 1

Hauptprogramm

035 LBL_B 1 STO 3

038 LBL_2 CLF O

040 RCL 3 RCL 4 + FRAC x+4+0? GTO 3

046 STF O PRTSPC RCL 3 PRTx

050 LBL_3 RCL 5 1 - STO 6

055 LBL_4 b RCL (i) STO 2

059 a RCL (i) STO 1

062 DSZ I RCL (i) ISZ I STO (1)

066 STO O

067 1ISZ I RCL (i) DSZ I STO + (i)

071 STO - ORCL 72 * STO + O

076 CRCL7 x? * STO - (i)
081 2 STO + (i)

083 RCL (i) F? O PRTx

086 6 STO I DSZ (i) GTO 4

090 1 STO + 3 GTO 2

z
o

+ a, Stop

b, R. + b-a, Stop

. X b-a
+ N,j'«N, h N

+ N-1

wenn j'>0 j

'< N, R_ + Adr u

Anzeigen, Stop

Speichern, Adr+Adr-1, ::]

z 4

z
.
n

A

j
R_ + Adr xj|

Xx., + b-j'h

j

J

-
H

+ j'_1l

t+ 1

Flag O0 + O
t t

wenn [5] + n

Flag O + 1, Anzeige t

 j' + N-1 <«—
X*'XJ. ——m —

Y“\lj

; * 41
Z * Yi41ı
u + u.+u]_1

z + (z-uji1)/(2h)

uj + uj—z £f(x,y,z)

+ “uj “3/

wenn Flag 0=1:Anzeige uj  j'+j'-1, wenn j'>0

t + t+1,   
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Adressenunterprogramme

 

 

         
    
 

 

        
 

093 LBL a 1 GTO 5 1 ( Adr uj

096 LBL b 2 2 ( Adr xj

098 LBL_5 RCL 5 * CHS -N)

102 RCL 6 + 24 + STO I +j'+24, RI+Adr

108 RTN Rücksprung

Unterprogramm f(x,y,z)

109 LBL_C

Programm_für TI-58/59

R R R R R R R R R
Datenspeicher 00| 01|02| 03| '04|"05| "06|"'07| "08| 09

z X t n N |3' w Adr| h

a b

Rw-2N+1 ... Rw—N—1 Rw-N ... Rm—1 Rm

Xy-1 ... X4 ur ... 44 W

Einleseprogramm

000 STO O - R/S ROO + a, Stop

004 STO 1 = +/- + R/S Ro1+b, Ry+b-a, Stop

010 STO 5 STO 6 = STO 9 Ros+N, j'«N, h+9ä5
017 Op 16 INV Int * 100 = STO 7 R07 + w

028 Op 36 j' + N-1
' -030 Lbl_INV B' RCL 1 R08+Adr xj„ Rx+b

036 RCL 6 * RCL 9 = STO Ind 8 Xan € b-j'h

044 Dsz 6 INV j'ej'-1, wenn j'>0

047 Lbl A RCL 5 STO 6 A' j'<N, R08+Adr u

054 Lbl _lnx RCL Ind 8 R/S Anzeigen, Stop <——i

059 STO Ind 8 Dsz 8 1lnx Speichern, Adr+Adr-1,



Hauptprogramm

064 Lbl B 1STO 3
069 Lbl_CE Stflg O RCL 3 +
076 RCL 4 = INV Int CP INV x=t CLR
085 INV Stflg O Adv RCL 3 Prt
092 Lbl_CLR RCL 5 STO 6 Op 36
100 Lbl x—t B' RCL Ind 8 STO 2

107 A' RCL Ind 8 STO 1
112 Op 38 RCL Ind 8 Op 28
118 STO Ind 8 - Op 28 RCL Ind 8
125 Op 38 SUM Ind 8

129 = +# RCL 9 %2 =STO O
138 C * RCL 9 x? = INV SUM Ind 08
147 2 INV Prd Ind 8
151 1Ifflg o x?
154 RCL Ind 8 Prt

157 Lbl x Dsz 6 x&»t
162 Op 23 GTO CE
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Adressenunterprogramme

166

172

176

183

191

Lbl A' ( 1 GT0 VX

Lbl B' ( 2

Lbl_Vx * RCL 5 +/- +

RCL 6 + RCL 7 ) STO 8

INV SBR

Unterprogramm f(x,y,z)

192

Anleitung_zur_Verwendung der_Programme

Lbl C

1. Eingabe des Programms.

t+1

Flag 0+1, Rı+t

wenn [£) + £
n n

Flag 0+<0, Anzeige t

<——

3' eN-1 &—

X*'Xj ——

Y+ uj

Ry * Wi4i
uj+uj+1‚ Rx+uj_1

u; + u tu,_4

z+(uj+1;uj_1)/(2h)

uj+uj—h/i(x‚y‚2)

, + ,

; %5
wenn Flag O0 = 1

Anzeige uj _—;lj

j'+j'-1, wenn j'>0

t + t+1,

1 ( Adr uj

2 ( Adr xj

-N) +

R08+Adr

Rücksprung

  
j'+w,

2. Eingabe des Unterprogramms C zur Berechnung der rechten

Seite der Differentialgleichung: aus x in R2‚ y in R1 und

an das rufende Programm übergeben.

z in Ro wird £f(x,y‚,z) berechnet und im Anzeigeregister
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3. Eingabe von a, b, N und der Startnäherung u(o):

RTN bzw. RST, a R/S b R/S N R/S
(0) _ (0) (0) (0) _5‘ = a R/S uj R/S ... U1 R/S u =8B R/S.

Gleichwertig zu Schritt 3 können erst Schritt 3a und danach

Schritt 3b ausgeführt werden.

3a Eingabe von a, b und N:

RTN bzw. RST, a R/S b R/S N R/(Si
o

R/S ... ué?ä R/S ué°) = 8 R/S.

3b Eingabe der Anfangsnäherung u

A uéo) = a R/S u{o)

4. Eingabe der Zahl n:

n STO 4 bzw. n STO 04.

5. Berechnung der Näherungen u(t) und Anzeige von
t t .

t, u{ ),...‚ué_% für t=n, 2n,...: B.

Mögliche Wiederholungen:

für eine andere Anfangsnäherung u(o) ab Schritt 3b,

für einen anderen Wert von N ab Schritt 3,

für ein anderes Intervall a<x<b ab Schritt 3,

für eine andere Differentialgleichung ab Schritt 2.

Bei Wiederholungen kann Schritt 4 entfallen, wenn n nicht

geändert werden soll.

Wie in den vorherigen Abschnitten kann auch bei diesen

Programmen durch die Tastenfolge A R/S ... R/S die Anfangs-

näherung u(o) angezeigt werden zur Überprüfung der Eingabe;

fehlerhaft eingegebene Werte werden hierbei durch Überschrei-

ben im Anzeigeregister auch im Datenspeicher berichtigt.

Bei den Rechnern HP-67/97 werden 2N+9 Datenspeicherplätze

belegt; daher kann man N<8 wählen. Wird für die Berechnung

der Funktion £ durch das Unterprogramm C noch ein Zwischen-

speicher benötigt, so kann R8 dazu dienen.

Für die Rechner TI-58/59 sind bei den obigen Programmen

2N+10 Datenspeicherplätze erforderlich. Bei dem Rechner

TI-58 umfaßt nach Einschalten des Gerätes der Programmspeicher

240 Programmschritte und der Datenspeicher 30 Datenregister;
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es stehen also 46 Programmspeicherplätze für das Unterprogramm

C zur Verfügung, und es ist N<10 möglich. Für den Rechner

TI-59 ergeben sich keine wesentlichen Beschränkungen an N;

nach 9 Op 17 kann N<40 gewählt werden.

Für die obige Differenzenapproximation der Randwertaufgabe

geben wir anschließend noch die Fassung des Algorithmus an

für den Fall a = O, b = 1. Für diese speziellen Randpunkte

vereinfacht sich die Berechnung; es wird h = %‚ und es ist

nicht mehr erforderlich, die Gitterpunkte x., j = 1,...,N-1,

zu speichern. Dadurch sind in den anschließenden Taschen-

rechnerprogrammen größere Werte für N zulässig.

Algorithmus Eingabe: Unterprogramm für f(x,y,z);

N;
(0) _ (0) (0) (0) _ e.
u > 0, W 7000r Wır N = B;

n.

Anzeige: t, u;t)‚...‚ uéE% für t =n, 2n,... .

elr[[[ elr
t + 1
P +O

Ö: +
p-+-1

 

z
  
 

 

Anzeige t

1(1)N-1u [

- uj—1)

1
+u,_4) - ;;5f(x‚y‚z)  
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R R R R R R
Datenspeicher 9 1 2 3 4 6

z Y X t n j'

R ... |R R R
24-N 23 24 I N<17

U . 94 u Adr

Einleseprogramm

001 LBL A RCL 5 STO 6 a j'+<N, RI+Adr uo

005 LBL_1 RCL (i) R/S Anzeigen, Stop <————i]

008 STO (i) DSZ I GTO 1 Speichern, Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

011 LBL _B 1 STO 3 t+ 1

014 LBL_2 CLF O Flag O0 + O *——————

016 RCL 3 RCL 4 + FRAC x4#0? GTO 3 wenn [%] + %

022 STF O PRTSPC RCL 3 PRTx Flag O + 1, Anzeige t

026 LBL_3 RCL 5 1 - STO 6 j' + N-1 $—————

031 LBL _4 1 RCL 6 RCL 5 + - STO 2 X+j/N=(N-)')/N <—y7

038 a RCL (i) STO 1 Y+ uj

041 DSZ I RCL (1i) ISZ I STO (i) uj + uj+1

045 STO O Z + uj+1

046 ISZ I RCL (i) DSZ I STO + (i) uj + u].+uj._1

050 STO - O RCL 5 2 + STO * O Z+(z-uj_1)N/2

055 CRCLS5 x? + stO - (i) uj+uj—f(x‚y,z)/Nz
060 2 STO + (i) uj+uj/2

062 RCL (i) F? O PRTx wenn Flag O0=1:Anzeige uj

065 6 STO I DSZ (i) GTO 4 j'ej'-1, wenn j'>0

069 1 STO + 3 GTO 2 t € t+1,  
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Adressenunterprogramm

195

 

 

           
 

 

 

      

072 LBL_a RCL 6 RCL 5 - j'-N Adr uj

076 24 + STO I +24, RI+AdI

080 XRTN Rücksprung

Unterprogramm f(x,y,z)

081 LBL C

Programm für TI-58/59

Roo |Ro1| Ro2|Ro3| Ro4| Ros| Roe6| Ro7| Ros
Datenspeicher

z y X t n N |3' w Adr

Ran + | Bu-1l Ru

ü ... U E

Einleseprogramm

000 STO 5 R05 + N

002 Op 16 INV Int * 100 = STO 7 RO7 + w

013 Lbl A RCL 5 STO 6 A' j'+<N, R08+Adr w

020 Lbl _lnx RCL Ind 8 R/S Anzeigen, Stop é——i]

025 STO Ind 8 Dsz 8 1lnx Speichern, Adr+Adr-1,
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Hauptprogramm

030 Lbl B 1 STO 3

035 Lbl CE Stflg O RCL 3 +

042 RCL 4 = INV Int CP INV x=t CLR

051 INV Stflg O Adv RCL 3 Prt

058 Lbl_CLR RCL 5 STO 6 Op 36

066 Lbl x—t 1 - RCL 6 + RCL 5 =

076 STO 2 A' RCL Ind 8 STO 1

083 Op 38 RCL Ind 8 Op 28

089 STO Ind 8 - Op 28 RCL Ind 8

096 Op 38 SUM Ind 8

100 = * RCL 5 + 2 = STO O

109 C# RCL 5 x? = INV SUM Ind 08
118 2 INV Prd Ind 8

122 1Ifflg o x%
125 RCL Ind 8 Prt

128 Lb1 x2 Dsz 6 x—t

133 Op 23 GTO CE

Adressenunterprogramm

137

146

151

Lbl A' ( RCL 6 - RCL 5 +

RCL 7 ) STO 8

INV SBR

Unterprogramm f(x,y,z)

152

Anleitung_zur Verwendung_der_Programme

LbL_C

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe des Unterprogramms C, das aus x in R2‚ yinR

Gleichungssysteme

t+ 1

Flag 0+1, Rı+t
X

t t
wenn [;] + X

Flag 0+0, Anzeige t

j' + N-1

Ry+3/N=(N-3')/N <—
x+j/N, ya

Ry © W4ı
u04r Ry
u, + u,+u,
j j 3-1

z<-(uj+1-uj_1)N/22

uj+uj-f(x‚y,z)/N

<——

<—

+u,
j-1

. +'u./2
; /
wenn Flag 0=1

Anzeige uj

j'+3)'-1, wenn j'>o0 <

t + t+1,

  
3!-N+ Adr u,

wr R08+Adr

Rücksprung

1
und z in Ro den Wert f(x,y‚,z) berechnet und ihn im An-

zeigeregister an das aufrufende Programm übergibt.

3. Eingabeschritte:

3a Eingabe von N

bei HP-67/97: N STO 5,

bei TI-58/59: N RST R/S.
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3b Eingabe der Anfangsnäherung u(o):

A uf® = a r/s ulR/s ... ur} R/S u(°) = 6 R/S.

4. Eingabe der Zahl n:

n STO 4 bzw. n STO 04.

5. Berechnung der Näherungen u
(t)

;t)‚...‚ uéEä für t =n, 2n,...: B.

und Anzeige von

t, u

Mögliche Wiederholungen:

für eine andere Anfangsnäherung ab Schritt 3b,

für eine andere Wahl von N ab Schritt 3,

für eine andere Differentialgleichung ab Schritt 2.

Wie bei den obigen Programmen ist die Überprüfung der einge-

(0) möglich, und Schritt 4 kann bei
Wiederholungen entfallen, falls n unverändert bleiben soll.

gebenen Ausgangsnäherung u

Das Programm für die Rechner HP-67/97 benötigt N+9 Daten-

speicherplätze, so daß jetzt N<17 möglich wird. Bei den

Rechnern TI-58/59 belegen wir N+10 Datenregister. Falls das

Unterprogramm C zur Berechnung von f(x,y‚,z) nicht mehr als

30 Programmschritte umfaßt, so kommt man auf den TI-Rechnern

mit 160 Programmschritten aus; mit 4 Op 17 werden in dem

Rechner TI-58 gerade 160 Programmschritte und dazu 40 Daten-

speicherplätze bereitgestellt, so daß N<30 gewählt werden

kann. Entsprechend führt 10 Op 17 bei dem Rechner TI-59 zu

160 Programmschritten und 100 Datenregistern, womit vom

verfügbaren Datenspeicherplatz her N<90 zulässig wird; die

Behandlung so großer Gleichungssysteme scheitert jedoch am

Rechenzeitbedarf.

Die beiden ersten Programme dieses Abschnitts lassen mit be-

liebigen Randpunkten a und b eine größere Klasse von Aufgaben-

stellungen zu. Zuletzt wurden durch die spezielle Wahl a=0

und b=1 sowohl Datenspeicherplätze wie auch Programmschritte

eingespart. Zusätzlich könnte auf weitere Datenspeicherplätze

verzichtet werden, wenn beispielsweise Eigenschaften der

Funktion f bekannt wären. In dem nachfolgenden ersten Beispiel

14 Hainer, Numerische Algorithmen
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hängt f nur von z ab, in dem zweiten Beispiel nur von y. Die

Berechnung und Bereitstellung der jeweils anderen Argumente

für f wäre dann nicht erforderlich. Um die Programme allge-

mein verwendungsfähig zu halten, haben wir sie jedoch nicht auf

spezielle Aufgabenstellungen zugeschnitten.

Beispiele

(i) Die Randwertaufgabe y"(x) = V1 + y'(x)2‚ O<x<1, y(0) = O,

y(1) = 1, besitzt als Lösung die Kettenlinie y(x) = cosh(x-c)+d;

c und d sind durch die Randbedingungen festgelegt.

Das Unterprogramm C zur Berechnung von f(x,y,z) = V1 + z2 lautet

für die Rechner HP-67/97

LBL C RCL O x” 1+ WK Rx+\/1+z2
RTN Rücksprung,

für die Rechner TI-58/59

Lbl C ( RCLOx?2+1) VX Rx+\/1+z2
INV SBR Rücksprung.

Näherungswerte für die Funktionswerte der Kettenlinie wurden

berechnet mit N=5 und der Anfangsnäherung uéo)

(0)
5

= 0, u%o) = 0.2,

(0) (0)
u, = 0.4, ugo) = 0.6, 4 = 0.,8, u = ] und mit n=5

gedruckt.
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(ii) Die Randwertaufgabe y"(x) = %y(x)2‚ O<x<1, y(0) = 4,

y(1) = 1, besitzt u.a. die Lösung y(x) = 4/(1+x)2.

Das Unterprogramm C lautet

für die Rechner HP-67/97

LBL C RCL 1x? 3+*2% Ry + 3y“
RTN Rücksprung,

für die Rechner TI-58/59

Lbl C (RCL1x2*322) Ry + 3y°
INV SBR Rücksprung.

Näherungswerte für die Funktionswerte einer Lösung wurden

erhalten mit N=5 und u(® = 4, u{® = ... = u{ =2,5,
ugo) = 1, sowie mit n=5 für die Druckanweisungen.
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11, EIGENWERTAUFGABEN BEI MATRIZEN: DIE POTENZMETHODE
 

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Eigenwertaufgaben bei

Matrizen., Die verschiedenen Näherungsmethoden zur Ermittlung

von Eigenwerten und Eigenvektoren weisen einen umfangreichen

Programm- und Speicherplatzbedarf auf. Im Hinblick auf die

Möglichkeiten bei programmierbaren Taschenrechnern beschränken

wir uns hier auf die Potenzmethode bei symmetrischen Matrizen.

Zuvor erwähnen wir kurz einige Grundlagen, die wir zur Formu-

lierung der Potenzmethode benötigen.

GRUNDLAGEN

Für Vektoren x = (x1,...,xn)‚ Y = (y1‚...,yn) mit reellen

Komponenten verwenden wir das euklidische Skalarprodukt

(x,y) = X1Yı +... + XaYn

und die euklidische Norm

IlxI1 = (x‚x)”2 = (x$ +... + xä)1/2.

Ist eine Matrix A = (aik)i,k=1‚...,n gegeben, so ist für jeden

Vektor x + O der Rayleigh-Quotient erklärt als

_ (Ax,x

p(X) a (Xlx) )

Eine Zahl \ heißt Eigenwert der Matrix A = (aik)i‚k=1‚...,n’

wenn es einen Vektor w + O gibt mit der Eigenschaft

Aw = Aw.

W wird dann Eigenvektor zum Eigenwert \ genannt. Ist ein

Eigenvektor w der Matrix A gegeben, so ist p(w) = \ der zu-

gehörige Eigenwert.

Eigenwerte von Matrizen sind gleichwertig charakterisiert

durch die Gleichung det(A - 1lE) = O als Nullstellen eines

Polynoms n-ten Grades, des sogenannten charakteristischen

Polynoms. Jede reelle Matrix A besitzt daher n Eigenwerte

Ä1""'Än’ die komplexe Zahlen sein können.
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Ist die Matrix A symmetrisch, arx 5 Ayı' i‚,k = 1,...,n, so sind

alle Eigenwerte von A reell; gleichzeitig gibt es eine ortho-

normierte Basis des Vektorraumes, die aus zugehörigen Eigen-

vektoren besteht:

Aw(i) = kiw(i),

(i) „(k), _J1füri=k _1
(w ıW ) O £für i + k i,k 700040

Jeder Vektor x kann dann geschrieben werden als Linear-

kombination

yn

Xx= Z (x,wW
1i=1

DIE POTENZMETHODE

Bei der Potenzmethode wird ein Eigenvektor der gegebenen

Matrix durch eine Folge von Näherungsvektoren approximiert,

und es werden zugehörige Eigenwertnäherungen bestimmt. Dieses

Verfahren wird auch als Vektoriteration oder als von-Mises-

Verfahren bezeichnet.

Wir schildern zunächst das Vorgehen bei der Potenzmethode

und stellen den zugehörigen Algorithmus auf unter Verwendung

der Vektorschreibweise., Anschließend bringen wir die aus-

führliche Formulierung des Algorithmus, in der also die

einzelnen Komponenten der Vektoren aufgeführt sind, sowie

die Übertragung in Taschenrechnerprogramme und Beispiele.

Wir betrachten die Potenzmethode für symmetrische Matrizen

mit nichtnegativen Eigenwerten. Unter dieser Voraussetzung

gelten die folgenden Eigenschaften (s. [9] 10.1).

Für jeden Vektor x(0) mit Ax(o) + O konvergiert die Folge

der normierten iterierten Vektoren,

(0) (0) (t+1) _ 1 (t)' t=0,1,2,..0071y = X ‚Y = Ay

11x‘1 lay“® 1
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gegen einen normierten Eigenvektor w von A. w ist

Eigenvektor zum größten vorkommenden Eigenwert )\>0 in dem

Sinn, daß mit der Anordnung Ä11A23...3Än10 und den zugehöri-

gen Eigenvektoren w(1)‚...,w(n) die Beziehung besteht

W = w(k) mit k = min (il(x(0)‚w(i)) + o}.

Mit einer Zahl gq, O<q<1, gilt

(£)Ily - wlliconst.-qt‚ t=0,1,2,...,

und die Folge der Rayleigh-Quotienten konvergiert gemäß

]X - D(y(t))liconst.-q2t, t=0,1,2,... s

(£) / |Außerdem konvergieren die Zahlen ||Ay monoton gegen },

t .
|Nay(© \< lay(EH1D I, )Jayl® > für e>>.

Ist eine symmetrische Matrix A gegeben, für die die Eigen-

schaft "nichtnegative Eigenwerte" nicht erfüllt oder

nicht bekannt ist, so kann man das genannte Verfahren

auf die Matrix A2 anwenden, da diese Matrix die geforder-

ten Voraussetzungen erfüllt. In diesem Fall erhält man

einen Eigenvektor w von A2 mit zugehörigyem Eigenwert ı,

für den mit einem Eigenwert X von A gilt: » = A2. Bildet

man die Vektoren

W+AW=Z,, W-7 Aw=z_,

so ist im Fall z, + O die Zahl |\| Eigenwert von A zum

Eigenvektor z,, für z_ + O ist -|\| Eigenwert von A zum+I

Eigenvektor z_.

Die Potenzmethode ist auch für nichtsymmetrische Matrizen an-

wendbar, wenn andere geeignete Voraussetzungen erfüllt sind.

Gibt es zum Beispiel eine Basis des Vektorraumes, die aus

Eigenvektoren von A besteht, ist der betragsgrößte Eigenwert

X von A positiv und besitzt der Startvektor x(o) eine Komponente

in Richtung des Eigenvektors w zum Eigenwert ), so konvergiert

die Folge der normierten iterierten Vektoren gegen w (s.[6]5.3).
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Mit dem folgenden Algorithmus berechnen wir die Folge der

normierten iterierten Vektoren und die zugehörigen Rayleigh-

Quotienten als Eigenwertnäherungen. Der Algorithmus endet,

wenn sich zwei aufeinanderfolgende normierte iterierte

Vektoren in der euklidischen Norm um weniger als e unter-

scheiden.

Algorithmus Voraussetzung: A sei symmetrische Matrix

mit nichtnegativen Eigen-

werten,

x(o) + o

Eingabe: n, (aik)i,k=1,...,n’

X; > x£o) für i=1,...,n,

E

Anzeige: t‚y(t)‚p(y(t)) für t = O;

dann (a) oder (b).

(a) Fehlermeldung und Stop, falls

Ax(o) = O; dieser Fall wird

angenommen, falls

J 1ax C© p<e] x0
Der Algorithmus kann mit einem

anderen Startvektor wiederholt

 

werden.

(b) ypy) Kür e=1,2,...,3
j ist die kleinste Zahl mit

1y- yIce,
In der Vektorschreibweise hat der Algorithmus die folgende

Gestalt.

21[t2x
 

€ s

    

   

 

nl r t| x1" Yı
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t+O0

Anzeige t

s + ]]x]]
1

Y+3Xs
Anzeige y

X + Ay

r + (x,y)

Anzeige r

11. Eigenwertaufgaben bei Matrizen

s + ]|x]]
S:E >

Fehlermeldung

Stop

t+t+1 ==Z=>.
Anzeige t

ze1x
Anzeige z

X

Y

s

X

r

+ Z - Y

+ Z

+ ] 1x1 1
<-Ay

+ (x,y)

Anzeige r

<_s

[s
Stop

: €

+ Ilx] 1   

Erläuterungen

s |]x(©)|]
1 (0) (0)

Y S —5777 * = y
11 C0)

X = Ay(o)

(Ay(°)‚y(o)) = o(y(o))

S =1a
X

1 (t-1) (t)
Z = —7y AY y
av

x = yl _ yie-D)

Y =y(t)t '

s= |IyE - yE7-D II
X = Ay(t)
r= (Ay(t)'y(t)) = p(y(t))

EE
s = |]ay)|]

Nun wird der Algorithmus ausführlich formuliert mit Hilfe der

Unterprogramme s+||x||, x+Ay und r+(x,y). Hierbei zeigt es

sich, daß an die Stelle des Hilfsvektors z = (z1‚...,zn)

eine einzelne Variable treten kann, die wir u nennen.
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Hauptprogramm Potenzmethode
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[[ [ 4] 4]n [[ s [+ [[] ı]
t+O

Anzeige t

s + |]x] 1
i= 1(1)n

7
yı © Xi

  Anzeige Yı

X + Ay

r + (x,y)

Anzeige r

s + ||x]|
S: € >

Fehlermeldung

Stop

t+t+1 —

Anzeige t

i = 1(1)n

1u + X;

Anzeige u

X; +U- y

 

 
yı +

s + |]x]|
X + Ay

r + (x,y)

Anzeige r

<S: €

s + |1x]]
Stop

Unterprogramm_s_+ X

4[[]>]
s+O

i = 1(1)n

S+S+Xi

s + VS

Rücksprung

Unterprogramm_x + A

  

Rücksprung

Unterprogramm r + (x,y)

 

i = 1(1)n

er + xX,Y,

Rücksprung

Soll nach der Anzeige der Endergebnisse j‚y(j)‚ p(y(j)) die

Rechnung für eine kleinere Genauigkeitsabfrage e fortge-

setzt werden, so startet man nach Abänderung von e die
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weitere Rechnung ab der vorletzten Zeile des Algorithmus.

Ist man nur daran interessiert, die Endergebnisse angezeigt

zu erhalten, so entfernt man die obigen Anzeigeanweisungen

sowie die Anweisungen r+(x,y) zur Berechnung der Rayleigh-

Quotienten aus dem Algorithmus; anstelle der letzten Stop-

Anweisung muß es dann heißen

Anzeige t

i= 1(1)n

Anzeige Yı

r + (x,y)

Anzeige r

Stop

In den folgenden Taschenrechnerprogrammen speichern wir die

Teilmatrix (aik)k<i der symmetrischen Matrix A spaltenweise

vom Ende des Datenspeichers her, anschließend die Komponenten

der Vektoren x und y. Mit der Adresse w des letzten Daten-

speicherplatzes und mit den komplementären Indizes

i'=n+1-1,k'=n +1 - k lauten dann die Adressen

dieser Speicherplätze für i,k = 1,...,n:

Adr ayy = w - (4-1 + A(k-1) (2n-k)), k<i,

= Ik'(k'-1) + 4' - (n+1)5 + @, k'2L',
zu-12 - (1i-1) = - nAdr X; = @ 2n(n+1) (i-1) = 1' (n+3)2 + w,

Adr yı = @ - in(n+3) - (1-1) = 1' - (n+5)5 + @.

Es werden Unterprogramme zur Berechnung der Adressen von ark/

Xir Yı und Yx benötigt.
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Programm für HP-67/97
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R R R R R R R
Datenspeicher 9 7 2 3 5 6 n<4

i'lk'In r s t €

V

Ros-(n+5)n/2| ** R24-(n+3)n/2 R25-(n+3)n/2| **
Yn ... Yı Xn ...

Ro4g-(n+1)n/2| R25-(n+1)n/2| ** R23| R2qg| Rı
X4 arn ... |3,4| 341 Adr

Einleseprogramme

001 STO 2 R/S R2 + n, Stop

003 STO 6 R6 + €

004 LBL_A RCL 2 STO O STO 1 i1'<n,k'-<n

008 a GTO O RI + Adr ayı'

010 LBL_B RCL 2 STO O b i’+ n,RI + Adr X4

014 LBL _O RCL (i) R/S Anzeigen, Stop &—

017 STO (1i) DSZ I GTO O Speichern, Adr+Adr-1,]
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Hauptprogramm

020 LBL_C O STO 5 PRTx

024 D RCL 2 STO O

027 LBL_1 b RCL (i) RCL 4 +

032 c R} STO (1i) PRTx

036 O STO I DSZ (1i) GTO 1

040 E e RCL 3 PRTx

044 DRCL 6 x<y? GTO 2

048 CHS VxX

050 ggg_g PRTSPC 1 STO + 5

054 RCL 5 PRTx RCL 2 STO O

0583 LBL_3 b RCL (i) RCL 4 + PRTx

064 C R} RCL (i) x—&y STO (i)

069 R} - b R} STO (i)

074 O STO I DSZ (i) GTO 3

078 DE

080 e RCL 3 PRTx

083 RCL 4 RCL 6 x>y? R/S

087 D GTO 2

Unterprogramm s + ||x||

089 LBL_D O STO 4 RCL 2 STO O
094 LBL4 b RCL (i) x? STO + 4
099 0O STO I DSZ (i) GTO 4
103 RCL 4 Vx STO 4

106 RTIN

Unterprogramm X + Ay

107 LBLE RCL 2 STO O
110 LBL_5 O STO 3 RCL 2 STO 1
115 LBL_6 a RCL (i)
118 d R# RCL (i) * STO + 3
123 1 STO I DSZ (i) GTO 6
127 b RCL 3 STO (i)
130 0O STO I DSZ (i) GTO 5
134 RTN

)

11. Eigenwertaufgaben bei Matrizen

t + O, Anzeige t

s + ]|xIl, i' <n
Rx + xi/s ———

yi+xi/s, Anzeige Yı

i1'e1'-1, wenn 1'>0 —

X+Ay‚,r+(x,y),Anzeige r

s+||x||, wenn e<s —

Fehlermeldung, Stop

t+t+1 ——

Anzeige t, i'+n

u+xi/s, Anzeige u

X;+u-y, und yıra

i'ei'-1, wenn 1'>0

s+||x||, x«Ay
r+(x,y), Anzeige r

wenn e>s, dann Stop  s + |1x|l,

s + O, 1'

s+s+ xi <—————ii]

i'e1'-1, wenn i'>0

Ry + VS, S + VS

Rücksprung

+n

i'<n

v+O, k'

Ry © d
VeV + ar

k'+k'-1, wenn k'>0

X; *V

1i1'+i'-1, wenn 1'>0

Rücksprung

+n
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Unterprogramm r + (x,y)

135 LBL e O STO 3 RCL 2 STO O

140 LBL7 b RCL (i)
143 C R} RCL (i) * STO + 3

148 O STO I DSZ (i) GTO 7

152 RIN

Adressenunterprogramme

r + O, i'

Ry © X;
r+r+xi

209

+n

_
i'+i'-1, wenn i'>0

Rücksprung

 

 

          
 

 

     
 

 

 

153 LBL_a RCL O RCL 1 x<y? x+&>y wenn k'<i', dann R++R,

158 ENTER ENTER 1 - *2©°+ k'(k'-1)/2

165 + 1 GTO 8 +i'-(1 Adr aix

168 LBL_b RCL O 3 GTO 8 i'-(3 Adr x,

172 LBL_c RCL O 5 GTO 8 i'-(5 Adr yi

176 LBL d RCL 1 5 k'-(5 Adr yk

179 LBL_8 RCL 2 +RCL 2 *227 - +n)n/2

187 24 + STO I +24, RI + Adr

191 RTN Rücksprung

Programm für TI-58/59

R R R R R R R R
Datenspeicher 00 01 02 03 04 05 06 07

i' k' n Adr s t € w

Ru-(nt+5)n/2+1| ** Ru-(n+3)n/2 Re-(nt+3)n/2+1| *+

Yn ... Yı Xn ..

Ru-(n+1)n/2 Rw-(n+1)n/2+1 ** Ru-1| R

X41 ann ° 321 3a41      
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Einleseprogramme

000 STO 2 R/S Ro2 * n, Stop

003 STO 6 R06 + €

005 Op 16 INV Int * 100 = STO 7 R07 + w

016 Lbl_A RCL 2 STO O STO 1 i'+<+n,k'<n

024 A' GTO INV Ro3 + Adr a11‚

027 LblB RCL 2 STO O B' i'<n, Ro3 * Adr x;

034 Lbl_INV RCL Ind 3 R/S Anzeigen, Stop ;%

039 STO Ind 3 Dsz 3 INV Speichern, Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

044 Lbl O STO 5 Prt t + O, Anzeige t

050 DRCL 2 STO O s + ||x||, 1' <n

055 Lbl lnx B' RCL Ind 3 + RX + X; ——

061 C' RCL 4 = STO Ind 3 Prt yi<—xi/s, Anzeige Yı

068 Dsz O lnx i'+i'-1, wenn 1'>0 ——

071 E E' Prt X+Ay, r+(x,y), Anzeige r

074 RCL 6 x—t D x>t CE s+||x|], wenn s>e

080 +/- Vx R/S Fehlermeldung, Stop

083 Lbl_CE Adv Op 25 RCL 5 Prt t-t+1], Anzeige t Z

091 RCL 2 STO O i'<n

095 Lbl_CLR B' RCL Ind 3 + Rx + xi

101 RCL 4 = Prt u+xi/s‚ Anzeige u

105 - x—t C' x+—t Exc Ind 3 } X+u-y, und yıra

111 + B' O = STO Ind 3

117 Dsz O CLR 1'+i'-1, wenn i'>0

120 DE s+||x||, x+Ay

122 E' Prt r+(x,y), Anzeige r

124 RCL 6 x—t RCL 4 x>t x&—t wenn s>e

131 R/S [Stop

132 Lbl x&t D GTO CE s + |]x| 1,
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Unterprogramm s + ||x||

137

144

151

154

158

Lbl D RCL 2 STO 00 O

Lb1 x2 + B' RCL Ind 3 x

Dsz O x2

= Vx STO 4

INV SBR

2

Unterprogramm X + Ay

159

165

171

177

181

184

189

192

LblE RCL 2 STO O

Lbl VX RCL 2 STO 1

Lbl 1/x A' RCL Ind 3 *

D' RCL Ind 3 +

Dsz 1 1/x

B' O = STO Ind 3

Dsz O0 VX

INV SBR

Unterprogramm r + (x,y)

193

200

207

210

213

Lbl E' RCL 2 STO 00 O

Lbl_STO + B' RCL Ind 3 *

C' RCL Ind 3

Dsz O0 STO

= INV SBR

Adressenunterprogramme

215

223

225

226

237

243

253

263

271

282

288

Lbl A' ( RCL O x++t RCL 1

x>t RCL

X+—+t

Lbl RCL * (CE-1)

x+—++t - ( 1 GTO SUM

«I
s

N

Lbl B' ( RCL O - ( 3 GTO SUM

Lbl C' ( RCL O - ( 5 GTO SUM

Lbl D' ( RCL1- (5

Lbl SUM + RCL 2 ) * RCL 2

+ RCL 7 ) STO 3

INV SBR

i'+n,s+O0

S+s+ xä <————i]

i'ei'-1, wenn i'>0

R + VS, 8 + VS

Rücksprung

i'<n

(v<O), k'+n

Ry © Ajix
V+V+8,\Yx

k'+k'-1, wenn k'>0

X; e V
i

i'ei'-1, wenn 1'>0

Rücksprung

i@'+<+n,r+Oo

Ry © X;
r+r+ xiyi

i'+i'-1, wenn 1'>0

Rücksprung

Rx + k', RT + i'

wenn k'>i'

RRın F;i]
k'(k'-1)/2+

(i'-(1 Adr ar

i'-(3 Adr X;

i'-(5 Adr Yı

k'-(5 Adr Y

+n)n/2

+w, Ro3 + Adr

Rücksprung
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Anleitung zur Verwendung der_Programme 

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Zeilenzahl n, der Genauigkeitsschranke e, der

(0) .Matrix (aik)kii und des Startvektors x + O:

RTN bzw. RST, n R/S e R/S

a44 R/S a R/S ... a R/S
21 nn

x}o) (0) R/S ... xÄO) R/S.R/S X;

Gleichwertig zu Schritt 2 können erst Schritt 2a und

danach unabhängig voneinander die Schritte 2b und 2c

ausgeführt werden.

2a Eingabe von n und e:

RTN bzw. RST, n R/S e R/S.

2b Eingabe der Matrix (aik)kii:

A 3a44 R/S aı R/S ... arn R/S.

2c Eingabe des Startvektors x (9) + O:

B x;0) R/S x£o) R/S ... xéo) R/S.

3. Start der Rechnung: C. Es folgt Anzeige t=0, y

p(y<o)); dann (a) oder (b).

(a) Fehlermeldung und Stop, falls []Ax(o)[|<s]]x(o)I[, was

als Ax(o) = O gewertet wird.

(b) Anzeige t, y(t)‚ p(y(t)) für t = 1,2,...,3;

hierbei ist j die kleinste Zahl mit ||y‘-y(37D |I<e,
4. Soll nach Beendigung von Schritt 3(b) die Rechnung für eine

kleinere Genauigkeitsschranke fortgesetzt werden, so

(0)
’

speichert man den neuen Wert für e gemäß

€ STO 6 bzw. € STO 06

und betätigt dann die Taste R/S.

Mögliche Wiederholungen:

ab Schritt 2c für einen anderen Startvektor x(o),

ab Schritt 2b für eine andere n-zeilige Matrix,

ab Schritt 2a für eine andere Wahl von n.
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Auch hier ist wieder die Kontrolle und Berichtigung der ein-

gegebenen Werte möglich durch die Wiederholung der Tasten-

folgen gemäß Schritt 2b und 2c.

Auf den Rechnern HP-67/97 werden %n(n+5)+8 Datenspeicher-

plätze belegt, so daß die Potenzmethode für Matrizen mit bis

zu 4x4 Elementen gerechnet werden kann. r und v sind gemein-

sam gespeichert, da die Werte dieser Variablen nicht gleich-

zeitig verwendet werden. Die Adressenunterprogramme b, c, d

belegen den Stapelspeicher jeweils nur bis zur dritten

Ebene; daher kann bei Aufruf dieser Unterprogramme noch eine

weitere Zahl im Stapelspeicher aufbewahrt werden, was in den

Unterprogrammen E und e und an mehreren Stellen des Haupt-

programms benutzt wird. Insbesondere bei den Programm-

speicherzeilen 064 bis 070 wird durch den Aufruf des

Adressenunterprogramms c die Größe u bis in die vierte Ebene

des Stapelspeichers angehoben, so daß nach dem Rücksprung

aus dem Unterprogramm c die zweite bis vierte Ebene des

Stapelspeichers mit u belegt sind; dadurch braucht für u

kein eigenes Datenregister reserviert zu werden,.

Bei den Rechnern TI-58/59 ist es infolge der algebraischen

Rechenlogik nicht erforderlich, Datenspeicherplatz für r, u

oder v zu reservieren. Trotz der Speicherung von w werden

daher auch bei diesen Rechnern nur %n(n+5)+8 Datenspeicher-

plätze benötigt. Mit 8 Op 17 stehen auf dem Rechner TI-59

insgesamt 320 Programmschritte und 80 Datenregister bereit,

so daß n<9 gewählt werden kann.

Für den Rechner TI-58 führt 2 Op 17 zu 320 Programmschritten

und 20 Datenspeicherplätzen, womit n<3 zulässig ist. Ver-

zichtet man jedoch auf das Einleseprogramm und auf die Be-

rechnung und Anzeige der Rayleigh-Quotienten, so ent-

fallen die Programmschritte 000 bis 043 und 193 bis 214. Man

kann dann anstelle der Rayleigh-Quotienten p(y(t)

Ilay‘®)
) die Normen

als Eigenwertnäherungen verwenden; hierzu ersetzt

15 Hainer, Numerische Algorithmen
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man die Programmzeilen 120 bis 123 durch D STO 8 E D Prt und

127 bis 128 durch RCL 8, so daß ||x|| = |]Ay|| berechnet und

angezeigt wird. Die Anweisung 134 D kann dann wegfallen; ent-

sprechend werden die Programmzeilen 072 durch D und 077 durch

RCL 4 ersetzt. Mit diesen Änderungen wird auf dem Rechner

TI-58 die Potenzmethode mit n<4 möglich, wenn man die Standard-

aufteilung des Speichers in 240 Programmschritte und 30 Daten-

register verwendet.

Beispiele

2.2 0.2 1.2 1.4

Die Matrix A = 0.2 1.4 0.4 -0.6

1.2 0.4 2.8 0.8

1.4 -0.6 0.8 2.6

besitzt die Eigenwerte 4.8, 2.4, 1.2, 0.6; der Vektor

(1, O, 1, 1) ist Eigenvektor zum Eigenwert 4.8. Mit x

(1, 1, 1, 1) als Startvektor wurden Rechnungen durchgeführt.

(0)

Für € = 10_2 wurde

0, 577388687
. . 2070547 6 aaj=6, v z D OETRI0 p(y(S)) = 4.750934873 ;

0, 574336179

Fortsetzung der Rechnung mit e = 10_4 gemäß Punkt 4 der An-

leitung zur Verwendung der Programme ergab

(12) 6, 577350278 (12)
j = 12 = 9.000646396 = 4.799999967
7 ‚Y e.577387241 * 9 ‘

8. 577303263

54 11

Die Matrix B = 4 5 1 1

1142
11 24
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besitzt die Eigenwerte 10, 5, 2,

als Eigenvektor zum Eigenwert 10. Mit dem Startvektor

x(o) = (1, 2, 3, 4) und € = 10_2 entstand

n E.630251295 n
—- = 8.630351723 = Q7815

j= %. y 8. 320400105 p(y' 9.999781512
0.328403216

Fortsetzung der Rechnung mit e = 10_4 führte zu

8.632439200
8,632439200
8316260429
0.3162604295

3a14 y p(y(11)) = 9.999999986

215

1, mit dem Vektor (2, 2, 1, 1)

.
;
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Die Differenzenapproximation für die Anfangs-Randwert-Aufgabe

der Wärmeleitungsgleichung dient uns in diesem Kapitel als

Beispiel für die numerischen Methoden bei partiellen

Differentialgleichungen. Wir behandeln eine Approximation,

bei der die Näherungsfunktionswerte jeder Zeitzeile durch

explizite Gleichungen gegeben werden. Dieses Verfahren ist

nur für verhältnismäßig kleine Zeit-Schrittweiten stabil.

Andere Näherungsverfahren, die ohne Einschränkungen an die

Wahl der Schrittweiten stabil sind, entstehen bei impliziten

Approximationen; dort sind dann die Funktionswerte in den

Zeitzeilen Lösungen linearer Gleichungssysteme.

Bei der Anfangs-Randwert-Aufgabe für die Wärmeleitungs-

gleichung in einer Ortsveränderlichen ist zu gegebenen

Funktionen f, 997 9ı eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion u gesucht, die der Differentialgleichung

3? a
—zulx,t) = zrulx,t), O<x<1, t>0,
dx

genügt und gleichzeitig die Anfangsbedingung

ul(x,0) = £f(x), O0<x<1,

und die Randbedingungen

u(0,t) = golt), ull‚,t) = g,(t), t>0,

erfüllt,

Sind M und N natürliche Zahlen, so können mit den Schritt-

weiten h = % in x-Richtung und k = % in t-Richtung

Differenzenquotienten zur Approximation der partiellen

Ableitungen verwendet werden. An die Stelle der Differential-

gleichung tritt dann ein System von Differenzengleichungen,

dessen Lösung als Näherungen für die Werte der gesuchten

Funktion u an den Gitterpunkten dient.



12. Die Wärmeleitungsgleichung 217

Wir befassen uns mit den Differenzengleichungen

flji(v(x+h‚t) - 2v(x,t) + v(x-h,t)) = %(v(x‚t+k) - v(x,t))
h
für x = ih, i = 1,...,M-1, und t = jk, j = 0,1,2,... . Bei

Kenntnis der Werte einer Näherungslösung zur Zeit t können

die Funktionswerte für die Zeit t+k berechnet werden gemäß

v(x,t+k) = qv(x+h,t) + (1-2q)v(x,t) + qv(x-h,t),

mit der Abkürzung q = k/h2,
Für die Funktionswerte

vij = v(ih,jk)

an den Gitterpunkten ent-

steht zusammen mit der

Anfangsbedingung und den

Randbedingungen das

 

lineare Gleichungssystem

Yi,0 > £(ih), i= 1,...,M-1,

und

Vo,3 * 90(Jk)‚

vi,j = qvi+1,j—1 + (1_2q)vi,j—1+qvi—1,j—1’ i=1,...,M-1,

Ya 3 * 91 GKr

für j = 1,2,... .

Diese explizite Differenzenapproximation der Anfangs-Randwert-

Aufgabe für die Differentialgleichung ist numerisch stabil

für q<3, d.h. für k<ih”, In der Zeit-Richtung sind also nur
verhältnismäßig kleine Schrittweiten zugelassen.

Der anschließende Algorithmus gibt an, wie mit Hilfe gegebener

Funktionen f für die Anfangsbedingung und 99794 für die Rand-

bedingungen die Funktionswerte der zugehörigen Näherungslösung

berechnet werden. Aus den Näherungswerten Vort VM für eine

Zeitzeile werden die Werte Wors e W für die nächste Zeit-

zeile berechnet. Für jede n-te Zeitzeile werden die Werte

angezeigt.
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Algorithmus Eingabe: Unterprogramme

für die Anfangsbedingung f(x)

und die Randbedingungen go(t), g1(t);

M, N, n.

2970004V für
3 Mj

j=0O0,n, 2n,... .

Anzeige: j, Voj’ V4

 

 

 

 

 

 

q +

j< 0
Anzeige j

Vo + g9(9)
Anzeige Vo

i = 1(1)M-1

  

 

i
Vi + f(h_d)

Anzeige v

  
i

Va * 91(0)

Anzeige VM

j<+3+1 E

P-+O

i .2[n] ı5 +

P + 1

Anzeige j

äWo * 90(N)

wenn p=1, dann Anzeige w

i = 1(1)M-1

Wi + q(vi_1+v

o

  

 

14172)+V,
wenn p=1, dann Anzeige W

äWa + 94&

wenn p=1, dann Anzeige W

1 = O(1)M

Vi + Wi   
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In diesem Algorithmus dient wieder p als Steuergröße für die

Anzeige-Anweisungen. Ist die Nummer j der Zeitzeile ein

Vielfaches von n, so wird p=1 gesetzt, und es werden die

Funktionswerte der Näherungslösung für diese Zeitzeile ange-

zeigt; andernfalls werden die Anzeige-Anweisungen für p=0O

übersprungen. Wie in den Programmen in Kapitel 10 wählen wir

Flag O=p für die Rechner HP-67/97 und Flag O0=1-p bei den

Rechnern TI-58/59.

Die Programmschleifen i = 1(1)M-1 steuern wir mit Hilfe des

komplementären Index i' = M-i und der Dsz-Anweisung.

In den Rechnern HP-67/97 speichern wir die Funktionswerte

07° Ya für eine Zeitzeile in den

Datenregistern RM""'R ; für die daraus berechneten Funktions-

werte WOrsW für die nächste Zeitzeile benutzen wir die

Sekundärspeicher R5M,...‚Rso. 1° W, für

i= 0,1,...,M am Ende des Wiederholungsbereichs erreichen

der Näherungslösung v

Das Umspeichern V,+w

wir dann durch die Anweisung P—S zum Vertauschen der In-

halte der Primär- und Sekundärspeicher. Bei den Rechnern

M' Wort s W

vom Ende des Datenspeichers her, so daß mit der Platzziffer

TI-58/59 speichern wir die Komponenten Vorse HV

w des letzten Datenspeicherplatzes die Adressen gelten

Adr V =W- i =-M+21i' +w,

Adr W, =W- (M+1) - i -(2M+1) + i' + w.

Programm für _HP-67/97
 

 

  
 

R R R
Datenspeicher A RB C RD RE x M<9

j M N n q "=Adr

Ro ... RM-1 Rso ... RS,M-1 RsM

 

<

_
S <
o

z=

_
F z

M            
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Einleseprogramm

001 STO B x2 R/S

004 STO C + STO E R/S

008 STO D R/S

Hauptprogramm

010 LBL_A RCL B STO I O STO A

015 FIX DSP O PRTx SCI DSP 9

020 C STO (i) PRTx

023 DSZ I

024 LBLO1 IRCLB S -
030 B STO (i) PRTx

033 DSZ I GTO O

035 O D STO (i) PRTx

039 LBL_1 CLF O RCL A 1 + STO A

045 RCL D + FRAC x40? GTO 2

050 STF O PRTSPC

052 RCL A FIX DSP O PRTx SCI DSP 9

058 LBL_2 RCL B STO I

061 RCL A RCL C+ C

065 P++S STO (i) P—S

068 F? O PRTx

070 DSZ I

071 LBL_3 I 1- STO I RCL ({i)

077 ISZ I RCL (i) 2 * -

082 RCL (i) x&y ISZ I RCL (i) +

087 RCL E * + DSZ I P—&—S STO (i)

093 P+S F? O PRTx

096 DSZ I GTO 3

098 RCL A RCL C + D P—=S STO (i)

104 F? O PRTx

106

12. Die Wärmeleitungsgleichung

GTO 1

RB + M, Stop

RC + N, RE + q, Stop

R_ + n, Stop
D

1' + M,Rx +O, j-+ 0

Anzeige j

vo+go(o)‚ Anzeige Vo

i'+<+M- 1

Ry+1-1'/M=1/M ——

vi+f(i/M), Anzeige V

i'+i'-1, wenn 1’'>0   
vM+g1(o), Anzeige Y

Flag 0+0, j+j+1 <—————

i +2wenn [3]) + 5

Flag O + 1

Anzeige j

i'.+M

Ry + go(3/N)
Wo + 9go(3/N)
wenn Flag 0=1: Anzeige w

i'+M-1

Ry * Ya
Rx+vi+1—2v1

RgVa2VEVELg RyV
Wra (Va 4g 7 2VHVV
wenn Flag O0=1: Anzeige W;

i'ei'-1, wenn i'>0

Wa + 94 (3/N)

wenn Flag 0=1: Anzeige Wg

 ——

o
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Unterprogramm f(x)

107 LBLB

Unterprogramm go(t)

108 LBL_C

Unterprogramm g1(t)

109 LBL_D

Programm für TI-58/59

 

 

          
 

          
 

R R R R R R R R
Datenspeicher 00 01 02 03 04 05 06 07

Adr 1' j M N n q w

Ru-(2M+1) *** Ru-(M+2)| Ru-(M+1)| Ru-M| *+ Ru-1| R
Wa ... Wq Wo Y ... V1 Vo

Einleseprogramm

000 STO 3 x? + R/S Ro3 + M, Stop
005 STO 4 = STO 6 R/S Rog*N, Rog*d, Stop

011 STO 5 R05 +n

013 Op 16 INV Int * 100 = STO 7 RO7 + w

024 R/S Stop

Hauptprogramm

025 Lbl_A RCL 3 STO 1 A' i'+M, Roo+Adr vo

032 O STO 2 Prt Ry+0O, j+<0O, Anzeige j

036 C STO Ind O * 1 EE = Prt vo+go(o)‚ Anzeige Vo

044 Op 31 i'<+M-1

046 Lbl_INV A' R00 + Adr vi

049 1 - RCL 1+ RCL 3 = Rx + 1-1'/M=1/M

057 B STO Ind O Prt vi+f(i/M), Anzeige v,

061 Dsz 1 INV 1'+1'-1, wenn i1'>0

064 A' OD STO Ind O Prt VM+g1(O)‚ Anzeige V
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070 Lbl_lnx Op 22 Stflg O j+j+1, Flag 0+1 ——

076 RCL 2 + RCL 5 = Ra + j{n .

082 INV Int CP INV x=t CE wenn [%] + %
088 INV Stflg O Adv Flag O0 + O

092 RCL 2 INV EE Prt * 1 EE = Anzeige j

101 Lbl CE RCL 3 STO 1 B' 1'+M, Roo+Adr wo

108 RCL 2 + RCL 4 = C STO Ind O Wo * go(j/N)

117 Op 31 Ifflg O CLR i'+M-1, wenn Flag 0=1 7

122 Prt Anzeige Wo

123 Lbl_CLR A' RCL Ind O + Ry + V ——

129 (CE * 2 4+/- + +(—2vi

135 Op 31 A' RCL Ind O + +vi+1

141 Op 21 Op 21 A' RCL Ind O ) +v,_4)

149 * Op 31 B' RCL 6 = STO Ind 0 WEVHVLV41 7 2v,)a

158 Ifflg O0 x—+t wenn Flag O = 1

161 Prt Anzeige W

162 Lbl _x—++t Dsz 1 CLR i'ei'-1, wenn i'>0 ©__

167 B' RCL 2 + RCL 4 = D STO Ind O0 Wy * g1(j/N)

177 ı1£f1g o x® wenn Flag 0 = 1 —
180 Prt Anzeige Wa

181 Lb1 x2 x+—+t A' x+—t STO Ind O Ya * W <———

188 RCL 3 STO 1 i' +M

192 Lbl Vx B' RCL Ind O x+—+t RT + WL <———

198 A' x—+t STO Ind O V WL

202 Dsz 1 VX i'+i'-1, wenn i'>0 —  205 GTO lınx

Adressenunterprogramme

207 Lbl B' ( (2*RCL3Z+1) (2M+1) Adr Wr

218 GTO 1/x

220 Lbl A' ( RCL 3 M Adr V,

225 Lbl 1/x +/- + RCL 1 + .(-1)+1'+

232 RCL 7 ) STO O w,Roo+Adr

237 INV SBR Rücksprung
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Unterprogramm f(x)

238 LblB

Unterprogramm go(t)

Lbl
Unterprogramm g1(t)

Lbl_D

Anleitung_zur Verwendung_der Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Funktionsunterprogramme für die Anfangsbe-

dingung f und die Randbedingungen 99r 94: aus x bzw. t im

Anzeigeregister berechnet das Unterprogramm B den Funktions-

wert £f(x), C berechnet go(t), D berechnet g1(t); der be-

rechnete Funktionswert wird bei Rücksprung in das rufende

Programm im Anzeigeregister übergeben.

3. Eingabe von M, N und n:

RTN bzw. RST, M R/S N R/S n R/S.

4. Start der Rechnung und Anzeige von j, v

für j = O, n, 2n,...: A.

05' v1j‚...,ij

Mögliche Wiederholungen:

für andere Schrittweiten h = 1/M, k = 1/N ab Schritt 3,

für andere Anfangsbedingung oder Randbedingungen ab

Schritt 2.

Auf Grund der gewählten Anzeigeform in den Programmen wird

jeweils die ganze Zahl j ohne Nachkommastelle angezeigt,

während die Werte in den Zeitzeilen v in der05 Yaz! Yg

Exponentialdarstellung wiedergegeben werden.

In dem Programm für die Rechner HP-67/97 werden 2M+8 Daten-

speicherplätze belegt, so daß M<9 gewählt werden kann.

Für das Programm zu den Rechnern TI-58/59 benötigen wir

2M+10 Datenregister. Bei dem Rechner TI-58 stehen nach 2 Op 17

dann 320 Programmspeicherplätze und 20 Datenregister bereit,
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so daß M<5 möglich ist; für die Funktionsunterprogramme B, C

und D können insgesamt 80 Programmspeicherplätze verwendet

werden. Verzichtet man auf das Einleseprogramm und gibt M, N,

n, q und w direkt in den Datenspeicher, so verringert sich

der Bedarf an Programmspeicherplätzen um 25. Für das nach-

folgende Beispiel reichen dann 240 Programmschritte aus,

um neben dem Hauptprogramm und den Adressenunterprogrammen

noch die Funktionsunterprogramme aufzunehmen; es kann dann

mit der Standardaufteilung zwischen Programm- und Daten-

speicher gearbeitet werden, wo 240 Programmschritte und 30

Datenspeicherplätze belegt werden können, so daß M<10 zu-

lässig wird. Nach dem Verzicht auf das Einleseprogramm sind

weitere Einsparungen im Hauptprogramm zugunsten längerer

Funktionsunterprogramme möglich: Lbl A wird dann nicht mehr

benötigt, und es können die obigen Programmzeilen 039 bis

042, 094, 095 und 097 bis 100 weggelassen werden, mit denen

die Form der Anzeige im Programm kontrolliert wird,.

Für den Rechner TI-59 stehen nach 8 Op 17 ebenfalls 320

Programmspeicherplätze zur Verfügung sowie 80 Datenregister,

so daß M<35 möglich wird.

Beispiel

Wir betrachten die Abkühlung eines Drahtes mit gekühlten

Enden mit der Anfangsbedingung u(x,0) = f(x) = 4x(1-x),0<x<1,

und den Randbedingungen u(0,t) = go(t) = O, u(1,t) = g1(t) = 0,

t>0.

Die Funktionsunterprogramme lauten

für die Rechner HP-67/97

107 LBL _B 4 x—y * 1 LASTx - * Rx + 4x(1-x)

RTN Rücksprung

116 LBL_C

117 LBL_D O RTN Rx + O, Rücksprung,
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für die Rechner TI-58/59

238 LblB (CE* (CE-1) Ry * x(x-1)

248 +/- * 4 ) Ry * 4x(1-x)

252 INV SBR Rücksprung

253 LblC

255 LblD O INV SBR Rx + O, Rücksprung.

Mit M=5 und N=50 wurde h = %, k = g% und damit q = %‚ so daß

Stabilität vorliegt. Um jede zehnte Zeitzeile anzuzeigen,

wurde n=10 gesetzt. So entstand das folgende Ergebnis.

 

  
  

 

D
—
m
O

 

T
n
Z
T

E
T

  
Bei einer weiteren Rechnung wurde M=5, N=25 gewählt, so daß

die Schrittweiten h = %‚ k = é% waren. In diesem Fall ist

q=1, und es zeigt sich die Instabilität des zugehörigen

Näherungsverfahrens: Für die Näherungslösung ergeben sich

oszillierende Funktionswerte, die zum Teil negativ sind und

betragsmäßig anwachsen. Für diese Schrittweitenkombination

ist durch die größere Schrittweite in der Zeitrichtung

die explizite Differenzenapproximation nicht geeignet, das

Abnehmen der Temperatur wiederzugeben.
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Zum Abschluß zeigen wir an zwei Beispielen die Leistungs-

fähigkeit programmierbarer Taschenrechner auch auf Gebieten

der nichtnumerischen Datenverarbeitung. Wir beschäftigen uns

mit der Damen-Aufgabe und mit dem d'Hondtschen Verfahren.

Diese Aufgabenstellungen gehören nicht zum Gebiet der

Numerischen Mathematik, jedoch können wir auch hier Lösungs-

algorithmen aufstellen und sie auf den Rechnern HP-67/97 und

TI-58/59 rechnen.

13,1. DıEeE DAMEN-AUFGABE

Wir wollen die Frage untersuchen, ob es möglich ist, auf

einem Schachbrett acht Damen so aufzustellen, daß keine von

ihnen eine andere schlagen kann. Wir beantworten diese Frage,

indem wir alle Aufstellmöglichkeiten ermitteln.

Zunächst analysieren wir die Aufgabenstellung nach den Regeln

des Schachspiels und entwickeln eine Lösungsstrategie.

Damen vereinen in sich die Eigenschaften von Turm und Läufer.

Folglich kann bei dieser Aufgabe in jeder Spalte, Zeile und

Diagonale des Schachbretts nur eine Dame stehen. Mögliche

Lösungen der gestellten Aufgabe beschreiben wir daher durch

einen Vektor (d1,...,d8), dessen j-te Komponente dj angibt,

daß in der j-ten Spalte des Schachbretts die Dame in der

dj—ten Zeile steht. Für 1<k<j<8 muß gelten

a., + CM (Turmeigenschaft),

]dj - dk' +3j-k (Läufereigenschaft).

Wir wollen die zulässigen Positionen der Damen spaltenweise

bestimmen. In jeder Spalte wird für die Dame zunächst die

kleinstmögliche Zeilennummer gewählt. d1 = ] ist der Aus-

gangspunkt. Seien nun für j>2 bereits d1,...‚dj_1

Wir wählen dann für dj den kleinsten Zeilenindex t, der mit

bestimmt.
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den obigen Ausschlußbedingungen verträglich ist, falls ein

solcher Index existiert; sodann verfahren wir für die

nächste Spalte entsprechend (j+j+1). Wurde schließlich ein

zulässiger Wert für d8 ermittelt, so ist eine Aufstellung

der acht Damen erreicht und der Ergebnisvektor (d1‚...,dß)

wird angezeigt. Gibt es jedoch keinen solchen Index d. oder

war j = 8, so gehen wir eine Spalte zurück (j+j-1) und stellen

die dortige Dame auf den nächsten zulässigen Platz. Wird hier-

bei schließlich j = O, so sind alle Aufstellmöglichkeiten in

lexikographischer Anordnung ermittelt.

In dem nachfolgend angegebenen Algorithmus wird nach dieser

Methode verfahren. Die Aufgabenstellung ist jedoch verallge-

meinert. Es werden auf einem Schachbrett aus nxn Feldern

alle Möglichkeiten bestimmt, n Damen so aufzustellen, daß

sie sich gegenseitig nicht schlagen können.

Algorithmus

|

Voraussetzung: n>2 sei eine natürliche Zahl.

 

Eingabe: n

Anzeige: n;

alle Möglichkeiten d1‚ d2,...‚ dn;

die Anzahl 1 der ermittelten Mög-

lichkeiten.

[ä;l d2 l...l dn ]> k‘ 1ln!/|t
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Anzeige n

1+0

j+1

t+ 1

= j:1 ——

k = j-1(-1)1

t k —N

|t | :jiö-k =_

d + t

j* jä+1

< jn

1+1+1

Anzeige d1, d2‚..., dn

jirn- 1

t+d,
J

t-+t+1 <———m——

t:n <

jä+3j-1
+ 3 :0

Anzeige 1

Stop

Da bei Taschenrechnern jeweils nur eine Zahl angezeigt bzw.

in eine Zeile gedruckt wird, machen wir in den Taschen-

rechnerprogrammen für n<9 die Zahlen d1,...,dn in der folgen-

den Weise gleichzeitig sichtbar: wir berechnen die Zahl

n-1z = 10°71a, + 10°72a, + ... + 10.d_ +d
1 2 nn-1

und lassen sie anzeigen; ihre Ziffern sind gerade die Zahlen

d1,...,dn. Die Zahl z wird berechnet aus der Gestalt

z = (...((1o—d1 + d„)-10 + d3)-10 + ... + dn_1)-1o + d

gemäß dem Horner-Schema:
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Der Lösungsalgorithmus für die Damen-Aufgabe kommt mit einem

einzigen Zahlenfeld aus, dessen Komponenten di wir wie in

Kapitel 1 im Datenregister Ri speichern für i = 1,...,n.

Programm für _HP-67/97
 

 

        
     

 
  

 

Ro R1 R2 ... Rn RC RD RE RI

Datenspeicher j d1 d2 ... dn 1ı n t |Adr

z i

k

001 STO D PRTx RD + n, Anzeige n

003 O STO C 1 STO O 1+0,3-+1

007 LBL_O 1 STO E t-<- 1 — ———

010 LBL_1 1 RCL O x=y? GTO 3 dwenn j = 1

015 STO I DSZ I k< 3j-1

017 LBL_2 RCL E RCL (1i) x=y? GTO 6 |kwenn t = dk

022 — ABS RCL O I - x=y? GTO 6 Kwenn |t-dk] = j-k

029 DSZ I GTO 2 ke+k-1, wenn k>0

031 LBL_3 RCL O STO I RI + Adr dj <———

034 RCL E STO (i) 1 STO + O dj +t, j+jJj+1

038 RCL D RCL O x<y? GTO O wenn j<n

042 RCL C 1+STO C 1+1+1

046 1 STO I RCL (i) STO O 1+ 1, z+ d1

050 LBL _4 ISZ I i+1i+1

052 10 STO * O RCL (i) STO + O z + 10z + €;i1

057 I RCL D x>y? GTO 4 wenn n>1i

061 RCL O PRTx Anzeige d1""'dn

063 RCLD 1 - STO O jen-1

067 LBL_5 RCL O STO I RCL (1) STO Elt + dj

072 LBL_6 RCL D RCL E 1 + STO E HRY +n,t-+t+1

078 x<y? GTO 1 Lwenn t<n

080 0O STO I DSZ (1) GTO 5 jej-1,wenn j>0
084 RCL C PRTx Anzeige 1

086 R/S Stop

16 Hainer, Numerische Algorithmen
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Programm für TI-58/59
 

 

        
   

Roo| Ro1| Ro2| ** Bn Ro6| R27| R2s |[R29
Datenspeicher i d1 d2 e dn 1 n t j

k z

000 STO 27 Prt R27 + n, Anzeige n

003 O STO 26 1 STO 29 1+0,3+1

009 Lbl INV 1 STO 28 t+1 E

014 Lbl Inx 1 x&—+t RCL 29 x=t CLR r>wenn j = 1

022 STO O Op 30 k+3j-1

026 Lbl CE RCL 28 - x—+t RT +t

032 RCL Ind O x=t Vx <wenn d, = t

036 = |x| x—>t Rn + |t - dk|

039 RCL 29 - RCL O = x=t Vx Kwenn j-k = |t-d,|

047 Dsz O0 CE k+k-1, wenn k>0

050 Lbl_CLR RCL 28 STO Ind 29 dj +t <——

056 1 SUM 29 j+3Jj+1

059 RCL 29 x+—t RCL 27 x>t INV wenn n>j

066 1 SUM 26 1+1+1

069 1 STO O RCL Ind O STO 29 i+ 1, z+ d1

076 Lbl x—t Op 20 i+i1i+1 <——

080 10 Prd 29 RCL Ind O SUM 29 Z + 10z + di

088 RCL 27 x—t RCL O INV x>t x—t|| wenn i<n

096 RCL 29 Prt Anzeige d1‚...,dn

099 RCL 27 - 1 = STO 29 j-n-1

106 Lbl x? RCL Ind 29 STO 28 t+4d, ——
112 Lbl Vx CLR 1 SUM 28 St + t+1

118 RCL 28 x—t RCL 27 x>t lIlnx L_wenn n>t

125 1 INV SUM 29 j-+3j-1

129 RCL 29 CP x+—t INV x>t x? wenn O0<j

136 RCL 26 Prt Anzeige 1

139 R/S

   

  
 

  
 

Stop
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Anleitung_zur Verwendung_der _Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Wahl des Anzeigeformats bei den Rechnern HP-67/97:

FIX DSP O (entfällt für die Rechner TI-58/59).

3. Eingabe von n, 2<n<9, und Start der Rechnung:

n RTN R/S bzw. n RST R/S.

Angezeigt werden n, alle zulässigen Aufstellmöglichkeiten

von n Damen auf dem nxn-Schachbrett und zum Schluß die

Anzahl der ermittelten Möglichkeiten.

Mögliche Wiederholungen: Schritt 3.

Da wir d1

haben, ist die indirekte Adressierung dieser Größen einfach.

‚...‚dn in den Datenregistern R1""’Rn gespeichert

Bei den Rechnern HP-67/97 dient das Indexregister Rr als

Adreßregister zur indirekten Adressierung. Neben den

Schleifenparametern i und k wird daher dort auch Adr dk = k

und Adr dj = j verwendet. Darüberhinaus wird in den Anweisungen

080 bis 083 mit Null in RI ermöglicht, daß die Wertzuweisung

j*j-1 und die anschließende Verzweigung auf Grund des Ver-

gleichs von j mit Null durch eine indirekte DSZ-Anweisung

realisiert werden können.

Bei den Rechnern TI-58/59 ist es möglich, jedes Datenregister

als Adreßregister zur indirekten Adressierung zu verwenden.

Bei der gewählten Speicherbelegung kann daher dk über Ro und

dj über R29 indirekt adressiert werden. Andererseits ist mit

j in R29 eine Dsz-Anweisung für j nicht möglich.

Bei der Untersuchung, ob ein gewählter Wert t als dj zulässig

ist, wird in dem Programm für die TI-Rechner während der Be-

rechnung von t--dk die Turmeigenschaft (t+dk) überprüft;

bei Bedarf wird bereits vor Abschluß der Differenz t—dk ver-

zweigt.Die dann noch offenstehenden arithmetischen Operationen

werden daher in Programmspeicherzeile 114 durch CLR gelöscht.
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Ergebnisse

  

 

  

 

. dr 7, &M &, aan

0, aaka 1357246, dak 15867724, ar 51465273, aua
1473625, 4#a 1EEITAEE, aa SIE42 O

Z dr 1326374. aM 17468253, d 5166 ar
0, an 1642753 aM 17562463. Maa SE46 4n

2417536. aM Z4E6I178, da 5247 342
J. adM 2461357, x& 25713864, d 526 E

2413, aM 2E14736, da ZE741663, da 5261 a
3142 da ZEII7dE, duM ZE17GE35, aM 531 333

3, da 2574156, aa Z26E71475, ukk SSi yas

ZEITALS, aan ZE7368514, abm 536 a&r

5, x& 2757164, aan S7EC1d03, dnM 571 axx

13525 aa JIEC574. An ZBELISTE. dam 571 aar
14253 am SIE4275. daE SI7EBZEE, aa S7E5S136, aM
24135, 44a ZE7TE46i. da 35281746, MM S7Z63148, uun
25314, dr SE2S147. 4M I52866471. ak# S7TZ26E3165, da&

31425, 4ar 4an I57I420E, da 57413662, aMa

35241. &4M ar 3I841726, 40 S6413827. 404

41352, wa x&r 30055174. br 56417203, 44#

42531, au an 36271485, 4MM E152S774, xaM
52413, xa AZ75316, ka 36275164, MkM 62713564, aM
53142, uua 4613572, &xr S6G18372, adM GET14E53, aar

16, 444 4736251. 4ka Z64203571. aug 63175624, HaM
4792613. aM 36814752. 208 EILE4ETE, aa

6, da 5147362, k 36815724, aM E3IESZIr, wam
246135, 440a 5i64273, #&M 36824175, 444 6I571428, Aun
362514, &ka S263741. kaa 37267146 &46 63581427, kar
AL5Z63, aar 5316427. w& 77286415, aM 637248015, adx

531642. akM 5724613, 4aa 36471625, xxn E3I728514, aM

4, da 5725314, aa 41582738, ala 63741825 4a
6135724. aaa 41566372. &aM E4156273, aa&
6251473, aM 42586137, wak EdZEGT13. au#
6314752, &kk 427356515, ww& Egqdr13526, ank
EIGT142, wrn 4E736851i, aM E4716253, aa
6374152, aar JETS1063, w& 66241753, a&a
6427331, MM 42657136, 444 71366525. &0W
6471352, kk 4EE61357, A0 72416036, d&r
7246135, 4M dE152837, dn FRGI1455, &44
7362514, xxw 4EE2713I. 0M 73160525. wa
7415265. &xa 46871702. »a P3C2DLE4, auH
7531642, kk 4716D2E3. wön 74EE8130, ka

40, aa# S736Z016, Aka 74ESE135, K&r
4752E138, *4M 75316624, aar
47531682, x&a 62417530. &xx
46136275, 4W 62531746, 444
46157263, dr 63162574, wax
48531726, &aa 84136275, aM

92, 4a
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Für n = 2 und n = 3 gibt es keine Aufstellmöglichkeiten; in

diesen Fällen wird daher nur n und 1 = O angezeigt.

Für n = 8 beträgt die Rechenzeit bis zur Ermittlung der

ersten Aufstellmöglichkeit 39 Minuten für HP-97, 52 Minuten

für TI-59. Die zweite Möglichkeit wurde nach weiteren 11 bzw.

16 Minuten angezeigt. Die Rechenzeit zur Ermittlung aller

92 Lösungen der Damen-Aufgabe beträgt 11 Stunden 42 Minuten

bzw. 15 Stunden 48 Minuten.

Wie bereits erwähnt, muß wegen der gleichzeitigen Anzeige der

Komponenten d1""’dn einer zulässigen Position bei den obi-

gen Programmen die Bedingung n<9 erfüllt sein. Durch Umstellung

auf Einzelanzeige der Lösungskomponenten d1""’dn ließen

sich die Programme auch noch für größere Werte von n verwen-

den. Auf den Rechnern HP-67/97 wäre dann n<271 möglich, für

die Rechner TI-58/59 könnte infolge der obigen Belegung des

Datenspeichers n<25 gewählt werden. Jedoch wächst die Rechen-

zeit für größere n stark an. So wurden zur Ermittlung der 352

Lösungen der Aufgabe auf einem 9x9-Schachbrett mit dem Rechner

HP-97 rund 58 Stunden benötigt, auf dem Rechner TI-59 betrug

die Rechenzeit 77,5 Stunden.

In diesem Zusammenhang zeigt es sich, daß es zweckmäßig ge-

wesen ist, die ursprüngliche Aufgabenstellung zu verallge-

meinern. Statt für 8 Damen auf einem 8x8-Schachbrett wurde

der obige Algorithmus für n Damen auf einem nxn-Schachbrett

formuliert, mit einer natürlichen Zahl n>2. Dadurch war es

möglich, das entstehende Programm für n = 2,n = 3,n =4

zu testen, ohne daß für den Testlauf die umfangreiche Rechen-

zeit des ursprünglichen Falles n = 8 benötigt wurde.
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13.2, DAs D’HoONDTSCHE VERFAHREN

Wird ein Parlament nach dem Verhältniswahlrecht gewählt, so

setzt man für die Mandatszuteilung häufig das d'Hondtsche

Höchstzahlverfahren ein. Wir erläutern diese Methode zunächst

an einem Beispiel. Dann beschreiben wir das Verfahren aus-

führlich, so daß wir anschließend einen zugehörigen Algorithmus

aufstellen können, den wir in Taschenrechnerprogramme über-

tragen.

Für das d'Hondtsche Verfahren werden die von den einzelnen

Listen erreichten Stimmenzahlen nacheinander durch 1,2,3,...

dividiert; die entstehenden Quotienten werden der Größe

nach geordnet, und die Mandate werden nach der Reihenfolge

dieser "Höchstzahlen" den Listen zugeteilt.

Wurden zum Beispiel bei einer Wahl für ein Gremium mit 10

Mitgliedern von 1000 Stimmen 338 Stimmen für Liste A abge-

geben, 416 Stimmen für Liste B und 246 Stimmen für Liste C,

so entsteht die folgende Tabelle der Höchstzahlen.

A Mandat B Mandat C Mandat

+ 1 338 Nr. 2 416 Nr. 1 246 Nr. 3

+ 2 169 5 208 4 123 7

+3 112,6 8 138,6 6 82

+ 4 84,5 10 104 9 61,5

+ 5 67,6 83,2 49,2

+ 6 56,3 69,3 41

Die Listen A und B erhalten je 4 Mandate, Liste C erhält

2 Mandate.

Entsprechend könnte man für die Vergabe von m Mandaten annn

Listen mit mn Quotienten arbeiten, davon die m größten er-

mitteln und die Mandate den zugehörigen Listen zuteilen.

Ein solches Vorgehen ist jedoch sehr aufwendig hinsichtlich

des Bedarfs an Datenspeicherplätzen; auch 1läßt das Beispiel

erkennen, daß es nur selten erforderlich ist, alle Quotienten

bis zur Division durch m zu berechnen.
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Wir betrachten nun die allgemeine Situation und beschreiben

das d’Hondtsche Verfahren ausführlich. Hierbei findet die

Zuteilung der Mandate während der Berechnung der Quotienten

statt, so daß für jede Liste immer nur ein Quotient verfüg-

bar sein muß. Auch wird das Zuteilungsverfahren für den Fall

gleicher Höchstzahlen geregelt.

Für ein Parlament mit m Mitgliedern hat eine Wahl nach dem

Verhältniswahlrecht stattgefunden. n Listen L1

mit ihrem Wahlergebnis die Bedingungen erfüllt, die für eine

‚...‚Ln haben

Mandatszuteilung erforderlich sind. Dabei wurden S, Stimmen

für die Liste Li abgegeben, i=1,...,n. Gesucht sind die An-

zahlen m, der Mandate, welche den Listen L'1‚...,I..n auf Grund

des Wahlergebnisses zustehen.

Bei der Mandatsverteilung nach dem d'’'Hondtschen Verfahren

geht man folgendermaßen vor. Das erste Mandat erhält die

Liste mit der höchsten Stimmenzahl; bei Stimmengleichheit

mehrerer Listen geht das erste Mandat an diejenige Liste,

welche die niedrigere Nummer hat. Hat nun die Liste Li be-

reits m,>0 Mandate zugewiesen erhalten, i=1,...,n, und ist

m + m, + ... + mn<m‚ so ist noch mindestens ein weiteres

Mandat zu vergeben; hierzu ermittelt man die größte der

Teilstimmenzahlen si/(mi+1), i=1,...,n, und teilt der zuge-

hörigen Liste das nächste Mandat zu, bei Auftreten mehrerer

maximaler Teilstimmenzahlen der Liste mit der niedrigeren

Nummer. Man verfährt in dieser Weise, bis alle Mandate

vergeben sind.

Für den Fall, daß bei der Zuteilung des letzten Mandats das

Maximum der Teilstimmenzahlen mehrmals angenommen wird,

erhält also nur die Liste mit der niedrigeren Nummer ein

Mandat; die anderen Listen mit maximaler Teilstimmenzahl im

letzten Zuteilungsschritt erhalten keine weiteren Mandate

(Form I). In diesem Zusammenhang werden jedoch häufig noch

zwei andere Verfahrensweisen praktiziert.



236 13. Nichtnumerische Datenverarbeitung

Form II: Die Zuteilung des m-ten Mandats wird aufgehoben; es

findet ein Losentscheid um das letzte Mandat statt unter allen

Listen mit maximaler Teilstimmenzahl im letzten Zuteilungs-

schritt.

Form III: Es erhalten alle diejenigen Listen ein zusätzliches

Mandat, für die bei Vergabe des m-ten Mandats die Teilstimmen-

zahl maximal ist; hierdurch sind bis zu n-1 zusätzliche

Mandate möglich.

Anschließend geben wir einen Algorithmus an für das

d'’Hondtsche Höchstzahlverfahren gemäß Form I. Hierbei wird

die Reihenfolge des Mandatserhalts mit den Teilstimmenzahlen

angezeigt und zum Schluß die Sitzverteilung. Aussagen über die

Mandatsverteilung mit Abschluß nach Form II oder III kann man

damit erhalten, wenn man die Verteilung von m+n-1 Mandaten

ermittelt und auf Grund der Teilstinmenzahlen des m-ten bis

(m+n-1)-ten Zuteilungsschrittes über den Abschluß des Ver-

teilungsverfahrens entscheidet. In dem Algorithmus werden

im Hinblick auf die Realisierung mit Taschenrechnern zur

Einsparung von Datenspeicherplätzen für jede Liste das

Wahlergebnis und die daraus entstehenden Teilstimmenzahlen

auf jeweils demselben Speicherplatz geführt. Das ist deshalb

möglich, weil aus jeder Teilstimmenzahl durch Multiplikation

mit ihrem Nenner das zugehörige Wahlergebnis wiederherge-

stellt werden kann.

Algorithmus

Eingabe: m, n, Sar Sarc HSn

Anzeige: (a) für j = 1,...,m: Nummer j des Zuteilungsschritts;

Nummer k der Liste, die in diesem Schritt ein

Mandat erhält; zugehörige Teilstimmenzahl Sy+

(b) Endergebnis: Nummer i der Liste und Anzahl m,

der erhaltenen Mandate, für i = 1,...,n.



13.2. d'’Hondtsches Verfahren 237

 

  

  

i = 1(1)n Erläuterungen

m, +Oo

j= 1(1)m

Anzeige j

u+O0O

1(1)n[ N

s, >

u+s, u = mix sı =s8

k-+i

Anzeige k mit k = min {i|si = u}

 

k

 

Anzeige u

m. + m, + 1

Sy * Sym,/ m+1)

 

  Anzeige (b)

Anzeige m,

Stop

Ist man nur an der Anzeige des Endergebnisses interessiert,

so entfernt man alle Anzeigeanweisungen im Wiederholungs-

bereich der Schleife j = 1(1)m; dadurch entfällt Anzeige (a).

Mit der Anweisung sk+skmk/(mk+1) des Algorithmus wird nach

der Zuteilung eines Mandats an die Liste L, aus der bisheri-
k

durch das Produkt SM das Wahlergeb-gen Teilstimmenzahl Sy

nis der Liste zurückerhalten; anschließend ergibt die Division

durch mk+1 die neue Teilstimmenzahl für Lk' Bei diesen

wiederholten Divisionen und Multiplikationen können Rundungs-

fehler zu Ungenauigkeiten führen, die in den folgenden Zu-

teilungsschritten bei der Ermittlung der größten Teil-

stimmenzahl u eine unzutreffende Reihenfolge nach sich ziehen

können; insbesondere bei der Zuteilung des m-ten Mandats kann

dies im Fall gleicher Teilstimmenzahlen zu einer Abweichung

von der Zuteilungsvorschrift führen. Wir vermeiden die Fort-
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pflanzung von Rundungsfehlern, indem wir in den nachfolgenden

Programmen das Produkt SM durch Rundung ganzzahlig machen,

so daß immer wieder das exakte Wahlergebnis hergestellt wird.

Bei den Programmen für die Rechner TI-58/59 steuern wir die

Schleifen i = 1(1)n und j = 1(1)m mit Hilfe der komplementären

Indizes i' = n+1-i, j' = m+]-j und der Dsz-Anweisung; vom Ende

des Datenspeichers her speichern wir die erhaltenen Stimmen

und Teilstimmenzahlen s1""’sn' anschließend die Mandats-

zahlen m1,...,mn. Mit der Platzziffer w des letzten Daten-

speicherplatzes lauten daher die zugehörigen Adressen

Adr S, =w- (1-1) =-n+1i'+ w,

Adr m, = w -n - (i-1) = -2n + i' +wW .

Für die Rechner HP-67/97 weichen wir davon ab und berück-

sichtigen die spezielle Gestalt des Datenspeichers mit der

Aufteilung in Primär- und Sekundärspeicher.

Programm für _HP-67/97
 

 

       
 

 

           

Ra Ba |Rec RD| REl Rır
Datenspeicher j k-1lm n u i-1

=Adr

RO R1 Rn-1 RSO Rs1 Rs‚n-1

s s s m m n<101 21° n 1 m, ... n

Einleseprogramm

001 CLREG P+—S mi+0 für i=1,...,n

003 LBL e RCL C R/S STO C Anzeige m, Stop,Ro+m

007 RCL D R/S STO D Anzeige n, Stop,RD+n

010 O STO I i+1

012 LBL _O RCL (i) R/S Anzeige Sar Stop

015 STO (i) ISZ I GTO O Speichern von si,i+i+1,
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Hauptprogramm

018 LBLA 1 STO A DSP 0 jä+1

022 LBL_1 RCL A F? O PRTx wenn Flag O0=1: Anzeige j ©&

026 O STO E STO I u+O,i+1

029 LBL_2 RCL E RCL (i) x<y? GTO 3 wenn s,<u <

034 STO E I STO B u+ S4 k-+ 1

037 LBL_3 ISZ I I RCL D x>y? GTO 2 i+i+1, wenn n>i-1

043 RCL B STO I i+k

045 1 + F? O PRTx wenn Flag 0=1: Anzeige k

049 RCL E DSP 9 F? O PRTx wenn Flag 0=1: Anzeige u

053 P++S ISZ (i) m. + m, + 1

‚ *055 RCL (i) ENTER P++S RCL (i) Ry+S,M, Rycm,
060 DSP O RND x—+y 1 + + STO (i) S,+RND(s,m. )/(m.+1)

067 RCL C RCL A 1 + STO A j+j+1, Ry+i, Rytm
072 x<y? GTO 1 wenn j<m  
Anzeige des Endergebnisses

 

074 LBL_B PRTSPC O STO I P—S i+1

079 LBL_4 RCL (i) ISZ I I Anzeige i, <———

083 DSP O PRTx R+ DSP 1 PRTx ;{Anzeige m, und i+1+17

088 R1 RCL D x>y? GTO 4 wenn n>i-1

092 P«—S R/S Stop

Programm für TI-58/59

Roo| Ro1 o5| Ro6
i' |j' |k' Im n u Adr| w

 

Datenspeicher 

        
 

Rw—2n+] w-n w-n+1 w
       mn ... m.l s ... S_l  
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Einleseprogramm

000 Op 16 INV Int * 100 = Ry + @

009 STO 7 STO 6 Ro7<-w‚ R064—Adr s.|

013 RCL 3 R/S STO 3 Anzeige m, Stop,R03+m

018 RCL 4 R/S STO 4 Anzeige n, Stop,Ro4*n

023 Lbl_INV RCL Ind 6 R/S Anzeigen, Stop <————i]

028 STO Ind 6 Dsz 6 INV Speichern, Adr+Adr-1,

Hauptprogramm

033 Lbl A RCL 4 STO O i'+<+n

039 Lbl lnx B' O STO Ind 6 mi + o (——j

045 Dsz O lnx 1'e1i'-1, wenn i'>0

048 RCL 3 STO 1 j'<«m

052 Lbl_CE INV Ifflg O CLR wenn Flag 0 = 0 _<=—71

058 RCL 3 + 1 - RCL 1 = Prt Anzeige j = m+1-j'

067 Lbl CLR O STO 5 RCL 4 STO O u+O,i'-<n <——

076 Lbl x—t A'2RCL Ind 6 x—+t RT + si ——

082 RCL 5 x>t x wenn u>s,

086 x+—+t STO 5 RCL O STO 2 u + si‚ k-+ i

093 Lbl x? Dsz O x6»t i'ei'-1, wenn 1'>0 _]
098 RCL 2 STO O INV Ifflg O Vx i+k, wenn Flag 0 = 0+—

106 +/- + RCL 4 + 1 = Prt Anzeige k = n+1-k'

114 RCL 5 Fix 8 Prt INV Fix Anzeige u

1217 Lbl_Vx B' 1 SUM Ind 6 m +m +1 <——

127 RCL Ind 6 * x—+t Rx+mk, RT<—mk

131 A' RCL Ind 6 = EE INV EE RX+RND(SRI!\I()

138 + ( x—>t + 1 ) = STO Ind 6 S,+RND(s,m, )/(m+1)   147 Dsz 1 CE j'+j'-1, wenn j'>0
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Anzeige des Endergebnisses

150 Lbl_B Adv RCL 4 STO O i'<n

157 Lbl 1/x RCL 4 + 1 - RCL O = Rx+n+1—i' = i

167 Prt Anzeige i

168 B' RCL Ind 6 Fix 1 Prt Anzeige m,

174 INV Fix Dsz O 1/x i'+i'-1, wenn i'>0

179 R/S Stop

Adressenunterprogramme

180 Lbl A' ( 1 GTO STO 1 Adr si

186 Lbl B' (2 2 Adr m,

190 Lbl STO +/- * RCL 4 + .(-n)+

197 RCL O + RCL 7 ) STO 6 i’'+w, R06+Adr

205 INV SBR Rücksprung

Anleitung_zur Verwendung_der_Programme

1. Eingabe des Programms.

2. Eingabe der Mandatsanzahl m, der Anzahl n der Listen

und der erhaltenen Stimmen:

RTN bzw. RST, R/S m R/S n R/S

C R/S ... Sa R/S.

3. Möglicher Zwischenschritt zur Überprüfung der in Schritt

eingegebenen Werte:

bei HP-67/97 durch

e Anzeige m R/S Anzeige n R/S

Anzeige 5y R/S ... Anzeige Sn R/S,

bei TI-58/59 mit der Anweisungsfolge von Schritt 2.

Fehlerhaft eingegebene Werte werden hierbei durch Über-

schreiben im Anzeigeregister auch im Datenspeicher

berichtigt.

4. Falls bei Schritt 5 während der Rechnung die Zuteilungs-

schritte angezeigt werden sollen: STF O bzw. Stflg O;

falls sie nicht angezeigt werden sollen: CLF O bzw.

INV Stflg O.

5. Berechnung der Mandatsverteilung und Anzeige des End-

ergebnisses: A.
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Weitere zusätzlich mögliche Schritte:

6. Soll nach Schritt 5 die Mandatsverteilung für M Mandate

ermittelt werden mit M>m, so ist dies durch Fortsetzung

der Rechnung möglich

bei den Rechnern HP-67/97 durch

M STO C GTO 1 R/S,

bei den Rechnern TI-58/59 durch

M STO 03 M-m STO O01 GTO CE R/S.

7. Wiederholung der Anzeige des Endergebnisses: B.

Mögliche Wiederholungen:

Schritt 7,

Schritt 6,

ab Schritt 2 für andere Eingabedaten.

Mit Schritt 4 und 6 können die Zuteilungsschritte angezeigt

werden in der folgenden Form: Nummer des Zuteilungsschritts;

Nummer der Liste, die ein Mandat erhält; zugehörige Teil-

stimmenzahl (mit größtmöglicher Zahl von Nachkommastellen).

Bei Schritt 5 und 6 wird nach Beendigung der Rechnung die

Mandatsverteilung angezeigt: die Listennummer i und die An-

zahl m, der erhaltenen Mandate für i = 1,...,n. Zur besseren

Unterscheidung werden hierbei die Mandatszahlen mit einer

Nachkommastelle angegeben, alle anderen ganzzahligen Werte

ohne Nachkommastellen.

Das Programm für die Rechner HP-67/97 benötigt 2n+6 Daten-

speicherplätze, so daß man n<10 wählen kann. In dem Programm

für die Rechner TI-58/59 werden 2n+8 Datenregister belegt.

Für den Rechner TI-58 stehen nach dem Einschalten des Gerätes

Speicherplätze für 240 Programmschritte und 30 Datenregister

bereit, so daß n<11 möglich ist. Auf dem Rechner TI-59 führt

9 Op 17 zur Aufteilung des Speichers in 240 Programmschritte

und 90 Datenspeicherplätze, womit n<41 zulässig wird.
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Beispiele

(1) m = 10, n = 3, s, = 338, 5, = 416, S, = 246.
1 3

Vor Beginn der Rechnung wurde Flag O gesetzt, so daß die

Zuteilungsschritte mit ausgedruckt sind. Es ergibt sich die

Mandatsverteilung des obigen Beispiels.

1. E,
S,

 

112. 6&   104. 0000000
10,

1.
4, SOI

(2) m = 5,n =5,

s, = 618, S, = 412, s, = 1236, sı = 404, S, > 719.
1 3

Mit Flag O gesetzt folgte die Anzeige der Zuteilungsschritte

und das Endergebnis. Mit M = 9 wurde die Rechnung fortgesetzt.

6,

719 00 412. OO000EC
T.

Vr 4,
BI1E,. 404, O00

: S,
&1, OO0 259 SO

= _--.:"_

1.
412. 0000000 209, 0000000  
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Man erkennt, daß im 5. Zuteilungsschritt die Listen L2 und L3

gleiche Teilstimmenzahlen besitzen. Bei Vergabe von 5 Mandaten

und Abschluß des Zuteilungsverfahrens nach Form II werden da-

her nur 4 Mandate fest vergeben: L1 und L5 erhalten je 1 Man-

dat, L3 erhält 2 Mandate, L4 erhält kein Mandat; die Listen

L, und L4 nehmen an einem Losentscheid um das 5. Mandat teil.

Für m = 5 und Abschluß des Zuteilungsverfahrens nach Form III

erhalten sowohl L2 wie L, im letzten Zuteilungsschritt ein
3

Mandat, so daß das Endergebnis nach Form III lautet: L1‚ L2

und L5 erhalten je 1 Mandat, L3 erhält 3 Mandate, L4 erhält

kein Mandat.

(3) m = 12, n = 4,

s, = 400, s, = 1000, s, = 800, = 600.1 2 3 S4
Um die Zuteilungsschritte mit auszudrucken, wurde wieder

Flag O gesetzt. Die Rechnung wurde anschließend mit

M = 15 fortgesetzt.

  

   

 

1000, QQQ

200, O0 Z CO

.00 000000 z

4,

S, CCC D z2.0

5.0
400, 200, 00O Z

3, 0

4,
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T

O
B
D
a

D
A

C

D
F D

”

 

Auf Grund des speziellen Wahlergebnisses in diesem Beispiel

sind im 11. Zuteilungsschritt alle Quotienten gleich. Da

m = 12 Mandate vergeben werden sollen, erhält die Liste L1

das 11. Mandat; wird die Mandatsvergabe nach der oben be-

sprochenen Form I abgeschlossen, so erhält die Liste L2 das

12. Mandat, und die Listen L; und L4 erhalten für dieselbe

Höchstzahl kein Mandat. Bei Abschluß nach Form III durch die

Zuteilung zusätzlicher Mandate erhalten auch die Listen L3

und L4 je ein Mandat.

In diesem Zusammenhang zeigt sich die volle Bedeutung der

oben formulierten Mandatsvergabe mit Abschluß nach Form II,

wo bei gleichen Teilstimmenzahlen im letzten Zuteilungs-

schritt das letzte Mandat verlost wird. Da m = 12 Mandate

vergeben werden sollen, erhält die Liste L1 das 11. Mandat

fest zugeteilt, da sie es nicht im letzten Zuteilungsschritt

erwirbt. Die Listen L2‚ L3 und L4 haben im letzten Zu-

teilungsschritt gleiche Teilstimmenzahlen, so daß zwischen

ihnen das 12. Mandat verlost wird.

17 Hainer, Numerische Algorithmen
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